IMPLEMENTACION DE UN ELEMENTO FINITO CON ROTACION NODAL LIBRE
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Introduccioén.

Los elementos finitos de elasticidad bidimensional utilizados habitualmente para simular
problemas planos 0 de membranas, no tienen como grado de libertad la rotacién de sus nodos;
sino que esta rotacion es calculada a partir de los desplazamientos relativos entre los mismos.
Esto implica que la rotacién de los nodos se encuentra penalizada y es constante dentro del
elemento, es decir, es una consecuencia de los desplazamientos nodales relativos y no un grado
de libertad.

La descripcion de un determinado fenémeno fisico, dentro de lo que se considera
mecanica del continuo, se realiza mediante diferentes tipos de modelos matematicos. Los
modelos matematicos usuales en sistemas elasticos lineales consideran las rotaciones de los
nodos como funciones directas de las rotaciones que puede realizar el baricentro del elemento.

Este modelo matematico y el utilizado usualmente representan o describen la solucion al
mismo problema, la Unica diferencia es la mejora en la representacién de la solucion del elemento
finito. Con el fin de dar respuesta a esta situacion, se presenta la implementacion computacional,
dentro del paquete de elementos finitos de MatLab, de un elemento de elasticidad bidimensional
con la rotacién de sus nodos como un grado de libertad independiente, y su aplicacion en la
resolucién de problemas de optimizacion topoldgica.

El propdsito logrado es el de poder describir de un modo mas eficiente, la deformacién que
sufre un sdlido elastico plano solicitado a un estado de carga con una determinada caracteristica
geométrica, incorporando como grado de libertad la rotacion de cada punto del dominio. Esto
conlleva a un mejor entendimiento de los fenédmenos fisicos que gobiernan los problemas de
ingenieria.

Como una consecuencia del objetivo antes descripto, se demuestra los beneficios que
presenta la mejor descripcion del problema si se estuviera implementando un elemento finito que
considera la rotacion como un grado de libertad.

Desarrollo.

El elemento a implementar fue desarrollado a mediados de la década de 1980, por el
profesor D. J. Allman, agregandole al campo de desplazamiento usual la rotacion de los nodos
como grado de libertad. Si se desea profundizar el marco tedérico, en general, puede consultarse

en|1, 2, 3].

El elemento triangular desarrollado, utilizado para resolver casos de elasticidad plana, con
rotacion libre en los nodos, presenta las siguientes variables:

u; = u(x,y) Vi=V(X,Y) ;= o(X,Y),
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donde u; y v; son las componentes cartesianas del desplazamiento y @, son los valores de la
rotacion del vértice.

En la figura 1(a), podemos observar un esquema del elemento triangular con los
desplazamientos en el nodo i y la rotacion libre del mismo como un grado de libertad. Pudiendo
hacer extensivo este concepto a cada nodo del elemento. Efectuamos un apropiado cambio de
base que nos facilitara el calculo de los desplazamientos; la figura 1(b), muestra el mismo
elemento pero en coordenadas triangulares.
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Figura 1. (a) Representacion del elemento. (b) Sistema de coordenadas triangulares.

Podemos visualizar la contribucion propia de la rotacién, incluida como grado de libertad de
los nodos, en las componentes de nuestro campo de desplazamientos. Si observamos los
primeros tres términos de cada componente estamos frente a la formulacién clasica de
desplazamiento del método de elementos finitos, aplicada a un elemento triangular de
deformacién constante. En base a las publicaciones realizadas por Allman tenemos que la
solucién aproximada es escrita en término de las funciones de forma clésicas como:

1
U=Ug +U,E) +UsSs + 212C05y12(a)2 )5, + 23003723((03 @,)555, + 13C057’13(a)1 @), 8,

1
V=V,& + V8, Va8, 21236n712(w2 )& 8, + 235en723(w3 ®,)E:8, + 135en713(w1 ;)88 -

Evaluando las componentes normal y tangencial deI desplazamiento (un,ut) a lo largo de un lado
del elemento de longitud Ilz, de la forma;
U, =a, +a,s+a,s’ u, =a, +a.s,
donde la coordenada s es medida desde el final de un lado y los coeficientes a,,...,a; son
evaluados en término de los conectores en los dos nodos extremos. Las funciones solucion
propuestas por Allman cumplen con las condiciones de compatibiidad de desplazamientos y
rotaciones nodales, a saber:
u | =Uns un‘ = Una.

Nls=0 s=ly

u| =Uy; Ut‘

tls=0 = Uy

s=1p

Calculados en funcién de los desplazamientos U y v mediante las siguientes expresiones:
u, =ucosy +vseny, u, =-useny +vcosy,

donde y es el angulo entre la normal al entorno y el eje de las x. La quinta condicion de

compatibilidad se observa en la siguiente expresion, en la cual @, y @, son las rotaciones de los
vértices 1y 2.
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Para llevar el problema de coordenadas globales (X,y)a coordenadas triangulares
&6, &, , facilitando asi el calculo de la matriz elemental de rigidez; hacemos uso de la siguiente
expresion:

é:l 1 X2Y3_X3Y2 Y2 _Ys Xs_Xz 1
S| =5 a X XaYa Yo=Y Xy =X |x| X
53 Xle_XZYl Yl_YZ X _Xl y
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En la ecuacién de cambio de base anterior [2], escribimos cada coordenada rectangular
(x,y) en funcién de la geometria del elemento triangular donde (X,;Y;) son las coordenadas

cartesianas de ese elemento y el valor A es el area del mismo cuya magnitud esta dada por:

RS
A=l X, Y,
1 X, Y,

Para calcular la matriz de rigidez de un elemento partimos de las expresiones de energia
de deformacién, de nuestro elemento, dada por la Teoria de la Elasticidad.

Uzéj;IaT~g~t«dxdy,

donde c=D-e y¢=B-C-u.
En la integral anterior defino el valor del espesor del elemento a través de t =t(x,y), para

nuestros casos suponemos un espesor constante dentro del elemento. La presentacion de la
energia de deformacion, en particular para el método de elementos finitos [1,2], est4 dada por:

U =%UT[CT”ABT -D-B-t-dxdy.C |-

A partir de la ecuacion anterior se defini6 a la expresion entre corchetes como la rigidez del
elemento.

K,=CT|[[,B"-D-B-t-dxdyC

En donde las matrices B, D y C son respectivamente:

1 y 0 0 0 1 v 0
B=|o0 0 1 x 0 DzlEzvl 0
0 -x 0 —y 1 o o ¥
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0 0 y. 0 0 2y, 0 0 -Zy,
C:ﬁ 0 Xy 2x1x23 0 Xp %xzx31 0 Xy %xgx12

0 O %XZS 0 O —%xal 0 O %xlz

Xy Yo %(lesz"'ylxaz) X5 Yo %(xzymyzxw) Xa Yo %(X§13y21+ysxz1)

Por cuestiones de notacion, hemos designado a X;; = X; — X ;. La matriz D es el arreglo propio
de elasticidad lineal isotropica.

Al realizar el producto B'-D-B, con el correspondiente cambio de coordenadas, la
integral nos queda en funcion de ¢, la cual es complicada de resolver. Utilizamos entonces la

siguiente propiedad para solucionar dicha dificultad

2min! p!
(m+n+p+2)!

Grbirbi=l ol gy

La implementacion del elemento finito propuesto por Allman, consistié en el ensamblaje de
la matriz de rigidez propuesta y su inclusion en la funcién “assema.m” del paquete de Elementos
Finitos de MatLab (pdetool). Esta funcidén es la encargada de acoplar las matrices de rigidez y
vectores de carga locales de los elementos en su contraparte global.

Ejemplo de aplicacion.

Se presenta a continuacién un ejemplo de elasticidad lineal isotrépica, acoplando el
problema a un optimizador para distribuir del modo mas eficiente el material, con restricciones
geomeétricas.

El dominio de analisis consta de un plano de 1m x 1m y de espesor unitario, empotrado en
su arista izquierda y libre en las demas, con una carga puntual de 10 N aplicada en el vértice
superior derecho en direccién vertical. El material esta caracterizado por un médulo de Young de
210 GPay un coeficiente de Poisson de 0,3.

El algoritmo de optimizacién esta basado en la representacion geométrica del dominio a
través de curvas de level-set. La direccion de descenso de la funcion a optimizar esta guiada por
la derivada topolégica [6,7]. Una descripcion detallada del algoritmo y su fundamentacién
matematica puede encontrarse en [4,5]. La ventaja de esta clase de algoritmo es un bajo costo
computacional, ya que trabaja con una malla de elementos finitos fija y la funcién de level-set
distribuye el material entre los elementos. Evitando el costo de crear una nueva malla de
elementos finitos a cada cambio de topologia durante el proceso de optimizacion.

La malla construida posee 800 elementos con 441 nodos. El mallado del dominio se
muestra en la figura 2(b).



Figura2. (a)Modelizacién del problema. (b)Mallado inicial.
El estado tensional propio de este ejemplo, en su primera instancia, es el que esta a continuacion.

e x 10 %10 Sxy 10t

Figura 3. Estado tensional. S, Son las componentes del tensor de tensiones.
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Al aplicar el algoritmo de optimizacion, la estructura cuenta con dos grupos de elementos,
cada uno de ellos con diferente material, eficientemente distribuidos. El material mas débil (que se
interpretara como un vacio) utilizado durante la secuencia de optimizacion posee un modulo de
Young mil veces menor que el original y el mismo coeficiente de Poisson.
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Figura 4. Estado tensional final.

Habiendo ejecutado el algoritmo de optimizacion, con la nueva matriz de rigidez, propia de
nuestra consideracion, lo que obtenemos a la iteracién namero treinta y uno es una reducciéon del
volumen final a un 24,4%, con lo cual hemos redistribuido racionalmente el material que antes



ocupaba un 100%. El resultado final que nos entrega el optimizador, esta reflejado en la figura
5(b), donde el negro es el conjunto con material y el blanco el conjunto vacio.
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Figura 5. (a)Variacion del volumen. (b)Geometria optimizada del cubo.
Conclusion.

Presentada la ecuacion de la matriz de rigidez del elemento, con sus definiciones y las
propiedades a utilizar para su calculo, se logré la implementacion computacional del elemento con
la rotacion como nuevo grado de libertad. Asi, luego de implementar este elemento triangular lo
gue hemos logrado es otorgarle a Matlab otra clase de aproximacién a la solucion de la ecuacién
de elasticidad.

En particular para el ejemplo desarrollado podemos ver que las tres componentes del
tensor de tensiones se han uniformizado, comparadas con las iniciales. Con ello, se logro una
reduccion aproximada del 76% del volumen inicial. Esta solucion representa la estructura mas
rigida posible bajo el sistema de carga establecido y la restriccion de volumen impuesta.
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