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Funciones de Bessdl.
5.1 - Ecuacioén diferencial de Bessdl:

Seguin se vio en la Tercera Parte que una ecuacion diferencial de segundo orden, con coeficientes
variables responde a laférmula general

(x-a)2.y" + (x-@.a(x).y +B(x).y=0 (3.2)

La ecuacion
@

j Ecuacion de
XY+ XY + (X2 -Vv2)y =0 L| Bessel

gue se conoce como Ecuacion Diferencial de Bessel, y en laque v es un nimero real no negativo,
constituye un caso particular entre las ecuaciones diferenciales de segundo orden. Comparando
entre si las ecuaciones (3.2) y (5.1), surgen a primera vistalas siguientes relaciones:

(5.1)

a=0
a(x) =1,
y B(x) = x* -V

Solucion de la Ecuacion de Bessel:

Cualquier funcion y ( x ) que satisfaga la ecuacion (5.1) serd una solucion particular de la
Ecuacion de Bess4l.

Ademas, si y1 (X ) ey ( x ) son ambas soluciones de aquella, entonces también lo son A y1 ( X)
y By2(x), donde A y B son dos constantes arbitrarias:

XEAYL (X)) + XAy (X) + A(X - V) yi(x) =0
X°Bys" (X) + XxByy (x) + B(x?-v?) ya(x) =0
Sumando miembro a miembro estas dos igual dades, obtenemos:
X(Ayr"+BY2" )+ X (Ayr +Byz2 ) +(x*-Vv?) (Ay1+By,) =0 (52

Si llamamos:
y = Ayi+By; (5.3
entonces:
y = Ay +By,
e y' = Ay," +Byy"
Lo que demuestra que la (5.3) es también solucion de la ecuacion de Bessal.

Vamos a tratar ahora de hallar una solucion particular de la ecuacion, es decir, vamos a definir
como debe ser lafunciony ( x ) para gue sea solucién de dicha ecuacion.
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A tal fin, comenzaremos por sustituir en lamismala solucion general (3.4), es decir:
o0

y(x) =2 o(x-a)
k=0

k+y

Por razones de orden préctico, hemos cambiado el nombre del indice m por k. Hecho lo cual,
reemplazamos el valor dey ( X ) en laecuacion de Bessel, con |o que obtenemos la ecuacion:

e e} o0 o0 0
Y k+p) k+y-D) X +X k+y) o XM+ X g XK VY oo X =0
k=0 k=0 k=0 k=0

(5.4)

Esta ecuacion debe cumplirse para todo X, 10 que a su vez exige que sean nulos todos los
coeficientes que multiplican a cada una de las potencias de x. Esta conclusion nos conduce a
encontrar ciertas ecuaciones a partir de las cuales podremos determinar el valor de tales
coeficientes.

Empecemos por el caso en que k = 0. El coeficiente de x" esta dado precisamente por la suma de
los coeficientes que multiplican ax’ en cada una de las sumatorias, es decir:

| [
y(y-1)C + yGCo - vig, =0 ﬂ Ecuacion

Indicial

Esta igualdad se conoce como Ecuacion Indicial, porque podemos a partir de ella calcular 1os
coeficientes ¢ (Ver apartado 3.1).

Para resolver la Ecuacion Indicial es necesario que se cumpla que ¢, # 0, pues de lo contrario
como puede verse por simple inspeccion de la ecuacion, si ¢, = 0, nos encontrariamos en un
calegon sin salida. Simplificando, hallamos que:

y2 _ V2 =0
L as soluciones de esta ecuacion al gebraica de segundo grado son:

e =+ v y Y2 = -V

1+y

Demodo similar, si k = 1, lasumadelos coeficientesde x™", que también debe ser nula, es.

(v+rva+(y+)a-vVa=(¥+2y+1-v)c=0
Reemplazando en ella la primera de las dos soluciones posibles:

y = 'Yl = 4+ v
tenemos:
(VV+2v+1-v¥3)ce=(2v+1)ea=0

Como establecimos que v es un nimero no negativo, entonces ¢, debera ser necesariamente nulo.
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Nota: Incluso si hubiéramos aceptado |a segunda solucion:
T C

habriamos obtenido:
(VV-2v+1-v)ce=(-2v+1)c;=0

por lo que ¢, deberia ser también igual a cero, salvo en e caso puntua en que v fueraigua a
0,5, Es decir que paralageneralidad de los casos se cumple la condicién

¢t =0
Finalmente, para k = 2, 3, 4, ..., obtenemoslaformageneral:
(k+y)(k+7y-1)cc+ (kK+y)ok+ Ca-Vvieg =0
(k +v)¥c-(k+y)oc+(k+y)a-Vvic+ca2=0
Al simplificarla, resulta

[(k+7y)*- Vv ]c+ a2=0

Despejando cx obtenemos la siguiente formula de recurrencia que permite obtener todos los
coeficientes, pares e impares, a partir del conocimiento de los dos primeros:

- Ck-2
(k +v)*- v

Ck .=

De aqui, como c; esigual acero se deduce que todos | os coeficientes de indice impar son nulos:
CL=CG=CG=C=...=Cn=0

Para determinar los coeficientes de indice par, sabiendo que y = v, empezaremos por
reemplazar este valor en laférmula de recurrencia:
Ck = - Ck-2 = - G2 = - Ck-2
(k + v)*- v k?+ 2kv +v7- V2 k(k+2v)

Como k es un nimero par, podemos hacer:
k =2m, conm=20,1, 2 3, ...
con lo cual, las formulas anteriores se modifican como sigue:

-C2(m-1 _ -C2(m-1
2m(2m+2v) Am(m+v)

Com =

@ Por ahora dejamos de lado € caso particular en el que v = 0,5, que veremos oportunamente.
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Esta formula nos permitira calcular todos los coeficientes de indice 2m, a partir del conocimiento
de c,, pero como éste no esta definido, se acostumbra adoptar para €l mismo el siguiente valor,
gue conduce a aplicaciones interesantes de las funciones de Bessdl:
G .= 1 _ 1
2" V! 22T (v +1)

A partir de agqui, apelando alaférmula de recurrencia, podemos obtener 10s demas coeficientes:

Parac, ( En cuyo caso, m=1),
- Co — -1
4(1 + v) 22(v+1)2T(v+1)

C .=

Si recordamos que
'(n+l)=n.T(n)
laexpresion del coeficiente ¢, se puede reformular como sigue:

G, = -1 _ -1
22 (v + 1)T(v +1) 22" I'(v +2)
Demodo similar, parac, (m = 2) ser&
C4 = -C2 = 1 = 1
8(2 +v) 8.22" (v + 2)T(v+2) 2% 2T (v +3)

Por reiteracion, esta ultima formula conduce a la ecuacion siguiente, que permite calcular en
forma directa cualquier coeficiente de indice par:

(-1)"

m IT(v+m+1)

(5.5)

Com. =

+
22m A%

5.2 - Funciones de Bessd:

Aplicando para los coeficientes de la ecuacion (3.6) el valor dado por la ecuacién anterior, y
recordando que hemos elegido y = v , se obtiene una solucion particular de la Ecuacion de
Bessel, que se conoce como Funcion de Bessel de primeraclase y que se designacomo J, ( X ):

|
” m . 2m Funcién de
L(x)= x* X (-1)" x Bessel de 12 (5.6)
m=0 2™ ml T(v+m+1) Clase
J]

El exponente 2m en el numerador tiene en cuenta gque los coeficientes de indice impar son nulos.
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S en lugar de y = v hubiéramos tomado la segunda solucién de la ecuacion indicial, es decir
vy = —v, habriamos llegado ala solucion:

o0

J,(x) = xV X2
m=0

(_l)m X2m

2™ m T(m=v+1)

S v no es un entero, cualquier combinacion lineal de estas dos Ultimas ecuaciones es una
Solucién General de la ecuacion diferencial de Bessel. Por gemplo:

y(x)=AJ(x) +B J.(x)

donde A y B son nimeros complejos arbitrarios. En efecto, esta ecuacién no es otra que la (5.3),
enlaque

yr = J.(x)
e y2 = 1y (X)

Por el contrario, sl v esun entero, v =n, sedemuestraque J, (x) y J,(x) son linealmente
dependientes entre si, y la solucion anterior no es valida. En efecto, |as ecuaciones son ahora:

h(x)= X" 2 (-1)" " (5.7)
m=0 2™ ml (n+m)!

y In(x) = x™ X (-1)" %™ (5.8)
m=n 2™ m! (m-n)!

En la segunda de €llas, 1os indices comienzan a partir de m = n, porque, como €l factorial de un
numero entero negativo es infinito, todos los términos para los que m es menor que n son nulos,
al estar divididos por una cantidad infinita.

Ahora demostraremos la dependencia lineal entre ambas soluciones. Empezaremos [lamando:

m=n+s
Por lo tanto,
m-n=Ss,
y 2m-n=2n+2s-n=2s+n

Reemplazando en la (5.8) resulta:

o0

8

(_1)m X2m—n

In(x) = % -y ()™ X

2™ mi(m - n)! =0 2" (n + s)! s

m=n

Es decir
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(_l)S XZS
223+n

Jo(x) = (-1)"x" X2
s=0

sl (n + s)!

Si cambiamos el nombre del indice s por m, estaecuacién esigual a (-1)". J, (x). Queda por
consiguiente probado que J, ( x) y Jn ( x) son linealmente dependientes entre si.

Como conclusion, cuando v es un numero entero, para encontrar una solucion general de la
ecuacion diferencial se hace necesario recurrir a otro tipo de funciones Bessel: Las [lamadas
funciones de Bessel de segunda clase que estudiaremos en el paragrafo 5.9.

A continuacion representamos las funciones J, (X) y J(Xx):

1,2

oo [
0:6 \

:
. w
0,4 +—-—
;
1 .

T
0,2 + N T J1(x)
NV AN "
ool NSNS N A
o4 \ o

-0,6

5.3 - Expresion integral delasfunciones de Bessdl:

Hasta ahora hemos expresado las funciones de Bessel a través de desarrollos en series de
potencias de X. Sin embargo, como veremos en este apartado, dichas funciones fueron
introducidas histéricamente como integrales que involucran relaciones entre funciones
trigonometricas de x, de laforma siguiente:

Sea una funcion f(z) analitica en una corona con centro en el origen de coordenadas, a la que
desarrollaremos en serie alrededor del punto zo = (0, 0).

Empezaremos por recordar €l desarrollo en serie de Laurent de unafuncionf (z), en z, = (0,0):

f(z) = 2 az"+2 by z"
n=0 n=1
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Los coeficientes a, y by, estdn dados por las formulas:

a = _1 J' f(z) 4
2ni ¢ z™

= L ] 12D g
2ni c z™

Para nuestro caso vamos allamar:
an = Yn y by = Y-n
Asi, laserie de Laurent que define lafuncion f ( z), puede escribirse:

f(Z) = Z yn‘zn + Z Y-n z "= z 'Yn.Zn'
n=0 n=1

n=-o

Donde Yn = ! f f(z) dz

2ni C z™

Demostraremos seguidamente que si lafuncionf (z) es

X -1
f((;):e_z(g ¢

siendo ¢ =d°

es un complejo de médulo unitario, entonces v, esigual alafuncién de Bessel de primeraclasey
orden n. Antes de continuar, trataremos de averigtiar qué forma adopta y, en este caso. Derivando
€ respecto de 6,

dg = iedo

y reemplazando en laintegral, obtenemos:

x(e‘z— e 19 2n )
IX sen
2ni C e'".e'f 2n o e'M
y finamente:
2n | [0
yn = 1 f oi(xsn0 —no) 4o Funcion de Bessel de (5.9)

primeraclasey orden “n”

2t 0
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En la Seccion 5.4 trataremos de relacionar esta forma con la definida en e parégrafo 5.2. De
hecho, demostraremos que

Yo = Jh(X)
Por otro lado, como

e!(xsn0-n0) _ cos(xsen®-n0O) + isen(xsen0-no)
lafuncion de Bessel se puede escribir también de la manera siguiente:

2n 21
Yn = 1 Jcos(xsene-ne)de+ : Jsen(xsene-ne)de (5.10
2m 0 2n 0

En la dltima integral el integrando es el seno de una diferencia. Por tanto, dicha integral puede
desdoblarse asi:

2n
I sen(xsen6-n06)do =
0

2n 21
:I sen(xsen®)cosn6 do —I cos(xsen®)senn6 do
0 0
Llamemos:
f1(06) = sen(xsenb) y f2(0) = cos(xsenB)
Entonces:
2n 2n 2n
[ sen(xsen0-n0)do = f.(0) cosno do — | f.(6) senno do  (5.11)
0 0 0

Tratandose de un seno, f1 ( 6 ) es una funcion impar, lo mismo que f, ( 6 ), por tratarse de un
coseno, es unafuncion par.

Si comparamos la formula de los coeficientes a, en €l desarrollo de una funcién en serie de

Fourier,
21

a = _1 J fi(t) cosnt dt
nt O

con la primer integral del segundo miembro de la (5.11), vemos que, Si &, es €l coeficiente del
desarrollo de Fourier def, (0 ), lamismaesigual a a, w:
2n

j f1(0) cosn6 dO = a, «
0




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 511
Parte 5 - Funciones de Bessel.

Pero siendo fy. ( © ) impar, los coeficientes a,, y por tanto, laintegral, deberan ser todos nulos. De
modo similar, como f, ( 6 ) es unafuncion par, la segundaintegral en la (5.10) es también nula:

2n 21
I cos(xsen®)sennO doO =If2(e) senn® d6 = byt =0
0 0

En resumen, la (5.11) quedareducida alaigualdad:

-

Expresion Integral de
q la Funcién de Bessel
Yn = — I cos(xsen® — no)dd de 12Clase

2n 0 |

2n

Siendo €l integrando una funcion coseno, de periodo 2 rt, puede ponerse, alternativamente:

2n T
Yn = l_ j cos(xsen® —nb ) do :_1 Jcos(xsene -nob) do (5.12)
2n 0 m 0

5.4 - Demostracion de la equivalencia entrelas formas polindmica e integral:

A continuacion, a partir de los desarrollos en serie de las funciones elementales, probaremos que
las formas (5.6) 6 (5.7) de las funciones de Bessel y la expresion (5.9) son equivalentes.

Laforma exponencia el nimero compleo £, de médulo unitario, es:

t=1.e"
de lo cual se deducen las relaciones siguientes:
¢ = cos0 + i seno, £t =cosh - i send,
¢"=cosnd +isennd y ¢ =cosnd - i sennd (5.13)

Restando entre si |as dos primeras se advierte que:
£-¢t=2isnd

de donde:

L=k

isen0 .ez

e =e
Si elevamos ambos miembros a la potencia x, obtenemos:

x(¢-¢™) X - X

gixso — o7 = e? e

Al desarrollar las dos exponenciales en serie, encontramos una nueva igualdad:
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2 4

ﬁ+...][l-i+i_ X_3+]
2 2!

1 1
3 8 2¢ 4% 31 82

Haremos seguidamente el producto de cada uno de los términos de una serie por todos los de la
otra. Agrupando |os correspondientes a potencias de ¢ de igual orden, resulta:

eixsenezco[l_iz_kl X4_ 1 X,6+'”]+

3 5 7
+§[i-i_+_ X o1 o x oy ]+
20 2 203 2 314 2
+c2[1_£___x4+ 1 X ]+ +

2! 3 2 2141 28
3 5 7
+et(-x4 1 x 1 ¥, 1 X ]+
2 20 22 2031 28 314 2

4 6
x4 1 X ]+ (5.14)

Recordemos laformula (5.7) de lafuncién Bessel de 12 clase:

o0

hi(x)=x" 2

m=0

( -1 )m X2m
22m+n

m (n+ m)!

para valores sucesivos de n, esta funcion vale, respectivamente:

Paran=0:; o o , , s 6
B(x) = x° (D°x° , o (DX* o (- x* b0 (D)
2% o1 o 22 11 1! 2% 21 21 2° 31 31
2 4 6
b(x)y=1-X4+1 x_ 1 x4
4 (22 16 (3!)2 64
Paran=1:
Ji(x) :leOXO+x,1M+ x ! (1) X’ +x1('1)3x6 T
20! 1! 23112 2° 21 3 27 31 4
3 5 7
qh(x)= X- x ¢y 1o x 1 x4

1
2 2 2 203 2 314 2
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De modo similar:

2 4 6
r(x)y=1x 1 x 1 + ...
20 22 3 2 2041 2°

Podemos ver que cada uno de los paréntesis en la (5.14) se corresponde exactamente con una de
las funciones J, ( X ). Reemplazando en la mencionada igualdad, se obtiene:

e = J(x) + G h(x) + C R(x) +C B(x)+ ...+
+ M d(X) + E2 I (x)+C2 ds(x) + ... (5.15)
Vimos por otra parte que Si n s un entero, entonces:
n(x) = (- 1)" . Jh(x),
Sustituyendo estaigualdad en la (5.15), y agrupando términos, hallamos:

€0 = B (X)+(C-CH) R (X)+ (L) R(X)+(C-C7) B(x) +...
Recurriremos ahora a las ecuaciones (5.13), 519
" =cosnd +isennd y ¢ =cosnd - i sennod (5.13)
Suméndolas o resténdolas entre si, deducimos respectivamente:
¢"+ " = 2cosnod
y ¢"- " =2i sennd
Entonces, reemplazando en la(5.16), hallamos.

€% = J(x) +2 [L(x)cos20 + Jy(x) cos40 + ... ] +

+ 21 [h(Xx)senOd +X(x) sen30 + J(x) sen50 + ...] (5.17)
Pero también, como

g*=% = cos(xsenB) + isen(xsen0) (5.18)

igualando las partes reales e imaginarias, se obtiene:
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cos(xsenB) = J(x) + 2 [L(x)cos20 + J,(x) cos40 + ... ] (5.19
y sen(xsenB)=2[h(x)senb+x(x)sen30+k(x)sen50+ ...] (5.20)

Al multiplicar ambos miembros de la primera de estas igualdades por cos nf e integrar luego
entre 0y &, encontramos:

0

T T T
Jcosnecos(xsene)de:Jo(x)Icosned6+Z2J2m(x)jc032mecosn6de
0 0 m=1 0

En e segundo miembro podemos observar que, con la Unica excepcion del término para el cual n
esigua a2m, todos los demés son nulos, porque estan multiplicados por integrales de funciones
coseno® entre los [imites 0 y . Por lo tanto, la ecuacion se reduce asf:

s T
I cosnbcos(xsenB)do = 2J3,(x) I cos” no do
0 0

dondenesenteroy par (n = 2m). Ahora solo queda resolver la Gltimaintegral:

T T T T
Icosznedezj 1 + cos2nd d9:1_1d9+j Md@zi
0 0 2 02 0 2 2

Por consiguiente
T

Jh(x) = L I cosnb .cos(xsen6)do (5.21)
T O

De idénticaforma, multiplicando la (5.20) por sen n6, e integrando, se obtiene, paran impar:

T

Hh(x)= _L [ senno.sen(xseno)do (5.22)
mw 0

Es posible agrupar estas dos ecuaciones, (5.21) y (5.22) en una sola. En efecto, como la primera
de ellas es igual a cero para n impar y la segunda o es igualmente cuando n es par, podemos
decir que, para cualquier valor de n entero y positivo, se satisface la igualdad:

T

Jh(x) = L I [ cosnb.cos(xsenB) + sennb.sen(xsen6)] do
T O

O también, como el integrando esigual a coseno de ladiferenciaentrenf y x sen 6:

@ Recuérdese que cosacosb = 1/2 [(cosa+b)-cos(a-b)]
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T

Jh(x) = L I cos(nb - xsen6)do
T O

Pero esta Ultima integral es la misma que la que aparece en la formula (5.12), con lo que queda
demostrado que

Tn = dh(X)

5.5 - Funcién de Bessel parav =0,5:

Un caso particular, interesante por las aplicaciones que se deducen del mismo, es aquel para el
cua v esigual a0,5. Trataremos en este apartado de hallar la funcion de Bessel correspondiente.
Para ello, reemplazando en la (5.6) obtenemos:

(o6}
m 2m
\]O,S(X) — X0,5 Z ('1) X
m=0 2°™% mI T (m+05+1)

Que se puede escribir también:

0

2s(x) = [LJO’S ) (1) X
2 m=0 2""m! C'(m+1,5)

En &l denominador aparece lafuncionT ( m+ 1,5), que analizaremos a partir de laigualdad:

r(n)=(n-1) T (n-1) (5.23)
En este caso:
Js(x) = [L]O’S ) (-1)" X" (5.24)
2 m=0 2" m! (m+05) T (m+05)

Volviendo aaplicar lamismarelacion, ' (n) = (n-1).T(n-1),estaveza I' (m+0,5),y
en formareiterada,

rim+05) =(m+05-1).T(m+05-1) =
=(m+05-1)(m+05-2)(m+05-3) ... (05)
=(m-05)(m-15)(m-25) ... T(0,5)
Recordemos que el valor de lafuncion Gammade 0,5 (Ver Partel) es:
r(o5) = V?

Entonces, param = 0O tenemos:
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1 r(os) = V=
2 2
Param = 1: L
3 r[ijz 3 1 r(os) = 33m
2 2 2 2 4
Param = 2

ir[i]= 5 3 1r(os)= B
2 2 2 8

Notar que por razones de mayor claridad estamos utilizando indistintamente las formas
fraccionaria o decimal, seguin nos convenga en cada oportunidad. Reemplazando en la (5.24), y
efectuando operaciones, se obtiene:

Jo,s(x)z[L]O’S{z__ 4X2_+ 8x* __,,}
2 v 4.3 n 16.2.15. vV«

Si sacamos factor comdn v | queda:

N 2
s (X) = [LJ“{Z_ X2 +X_“____}
2T 3 60

A continuacion sacaremos nuevamente factor comin, estavez, 2/x,

r N 0,5 3 5
Js(x) = [ X 2 {x——x_+—x_—...}

. 21 X 6 120
r N 0,5 3 5

Js(x) = 2 {x— X 4+ X —}
. Xm 3! 5!

El dltimo factor esigual a desarrollo en serie de sen x. Reemplazando, se obtiene finalmente la
funcion de Bessel para v =0,5:

2 0,5
Js(x) = [_] sen X
X T
De modo similar se demuestra que el valor delafuncion de Bessel para v = - 0,5 es:

2 0,5
\lo,s(x):[ ] COS X

XT
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5.6 - Propiedades de las funciones de Bess4l:

Estudiaremos en este apartado y los siguientes algunas propiedades de las funciones de Bessel.
En primer lugar, demostraremos la igualdad:

4 [x'” Jq,(x)] = - X" Jua(X) (5.25)

dx

La demostracion mas sencilla consiste en trabajar con ambos miembros en forma separada, hasta
llegar a una misma expresion, lo que nos permitira, por caracter transitivo, confirmar la validez
de la ecuacion. Empezaremos por e miembro de la izquierda. Para €ello, tomemos la (5.7), y
multipliquémoslapor x ™, con lo cual obtenemos:

(-1)™ x*"
2 2m+n

x"h(x) =2
m=0 m (n+m)!
gue ahora debemos derivar respecto de x:

0

i[x'”Jn(x)] -y _(1)"2mx™ (5.26)

dx m=0 2°™ ml (n+m)!

Pasaremos ahora a analizar la funcion de Bessel Ju.1 ( X ), que aparece en e miembro de la
derechaen la(5.25), y cuyaformaeslasiguiente:

o0

\11+1(X) :Xn+1z (-1)m X2m
m=0 2°™™l ml (n+m+1)

M ulitiplicaremos ambos miembros por x™™

0

X" i (x) = x (-1)" X"
m=0 2%™™l ml(n+m+1)!

A continuacién vamos arecurrir a artificio de reemplazar:

m+ 1=Kk
y por tanto,

m=k-1
Entonces:

0

X" Ju1(X) = x.2 (-1)" x**
k=1 2%ZML(K_1) (n+k)!

(5.27)
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Al llegar aqui introduciremos en la sumatoria el término correspondiente a k = 0, aprovechando
gue e mismo es nulo, con lo cua no altera €l valor de la sumatoria. Efectivamente, como €
producto factorial de un nimero entero negativo, en este caso (-1)!, esinfinito, entonces:

(_l)k-l X2k-2 _ (_1)_1X_2
22 (1N (n+k)! lk=0 272 (_ 1) (n)!

=0

Ello nos permite completar la sumatoria en la (5.27), agregandole el término mencionado sin que
la misma se altere en absoluto. Es decir:

> k-1 2k-2
X" Jw1(X) = X 2 (-1)" x
k=0 22" (k-1)! (n+k)!

Si introducimos la variable x dentro de la sumatoria, y multiplicamos numerador y denominador
por 2 k, obtenemos:

o0 o0

X" e (X) = 3 (-1). x.2.k.x*? -y (-1)¢t. 2k. x*?
n+1 - -
k=0 2™ 2Kk (k-1)! (n+k) k=0 2% (k) (n+k)!
Apelando también alaigualdad:
- =Dt =-(-nk

llegamos por fin ala ecuacion:

X" Ja(x) = 2 (-1). 2k . x*?
k=0 2% (k) (n+k)!

cuyo segundo miembro es idéntico a de la (5.26), salvo porgue en la sumatoria hemos
reemplazado el nombre del indice m por k. Queda por lo tanto demostrada la propiedad (5.25).

Mas sencillo resulta demostrar |a propiedad siguiente:
a [x" Jn(x)] = X" Ja (X) (5.28)
dx

En efecto, en este caso, a partir de (5.7) tenemos:

X" Jn(X) :XZHZ ('1)m sz _ Z (_1)m X2(m+n)
m=0 22™1 mi (m+n)! m=0 22™N 4 (m+n)!
Derivando respecto de x:
-1)m 2(mrtn)-1
i[X”Jn(x)]: y (-1)"2(m+n) x
dx m=0 22m+n m! (m+n)!
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Dividimos ahora numerador y denominador por 2 y por ( m + n ), y operando, se obtiene en
forma sucesiva:

o0

L[X”Jn(x)]

dx m=0 2°™1 ml (m+n-1)

( -1 )m X2(m+n)-1

I
g/

o0

a [x” Jn(x)] = x" X

dx m=0 220D mI (m+n-1)

( -1 )‘m X2m+(n-1)

Qo0
m ,2m
X" xm Y (-1) " X = X" Ja(x)
m=0 22™™) mi (m+n-1)!

d n
E [X Jn(x)]

Con lo cual gueda demostradala (5.28).

5.7 - Propiedades delasraices.

En este apartado veremos algunas propiedades relacionadas con las raices de las funciones de
Bessdl.

1 - Alternancia de lasraicesde Jn.1 (X) y Jn ( X).

Delas ecuaciones (5.25) y (5.28):

%[X”%(X)] = X" Jha(x)
y dix[x'”Jn(x)] = -X" e (X)

surge que entre cada dos ceros de J, ( X ) cae un cero de Jy+1 ( X ) y alainversa. Lo mismo vale
paralasfunciones J.1 (x) y J,(X).Y por extension atodas las funciones de la familia.

Notemos en primer lugar que lafuncion x" J, ( x) tiene los mismos ceros que J, ( X ), mas otros
n ceros ubicados en el origen de coordenadas.

A Jh (x)

X

7 a PN\
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Por su parte, la funcion x™" J, ( x ) tendra también los mismos ceros que J, ( X ) , mas otros n
ceros ubicados en €l infinito.

Es decir que si o y B son dos ceros consecutivos, no nulos ni impropios, de J, ( X ), también lo
sondex"J,(x) y dex"J, (x).

Ademés, entre o. y B debe existir un valor A parael cua X" J, (X ) presente un maximo o un
minimo. Dicho valor A esen consecuenciaun cero de lafuncion

% [x” Jn(x)] = X' Jha(x)

y por lo tanto, por un razonamiento similar, también lo esde J,.1 ( X ).

Es decir: Ja(r) =0 (r #0)
V eamos esto en forma gréfica:
A
1 (X)
Jh(x)
» X
a A B

Razonando en forma inversa que antes, podemos decir quesi A esun cero no nulo dex" Jy.1 (X)
A dha(A) =0 (A #0)

s necesariamente también un cero de J.1 ( x ). Esto esl6gico, puesto que los n ceros de X" estan
todos en el origen.

De modo similar, entre o y B debe existir un valor, 5, parael cual X" J, (X ) presente un maximo
0 un minimo. Dicho valor es en consecuencia un cero de lafuncion

(xR0 = X7 0

dx
Por lotanto, s & esun cero noinfinito de X Juy (X ), esdecir
8" 1 (8) =0 (8 # )

entonces o es necesariamente un cero de Jy1 ( X).
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2 - Las funciones de Bessel tienen infinitos ceros.
Es posible demostrar que las funciones de Bessel tienen infinitos ceros. O, lo que esigual, quela
ecuacion:
J(x)=0
paratodo n, tiene infinitas raices.

La representacion de las funciones J (X)) y Ji(x), a final del paragrafo 5.2, no deja dudas al
respecto. Al aplicar alas mismas la propiedad 1, deducimos que también J, ( x ) tendriainfinitas
raices, y por induccion, lo mismo deberia ocurrir con todas las funciones de Bessel de primera
clasey coeficiente n, entero.

V olveremos més adel ante sobre este punto.

3 - Ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes variables diferentes:
Sean |as dos ecuaciones diferenciales siguientes:

u'(x) +g(x).u(x)=0 (5.29)
y vV'(x) + h(x).v(x)=0 (5.30)
con la condicion: h(x) # g(x)

Esta condicion es necesaria, puesto que s h 'y g fueran iguales, estariamos en presencia de una
misma ecuacion.

Despgjando en las (5.29) y (5.30) hallamos.
u'(x) =-u.g

y V' (x) =-v.h

Si multiplicamos ambos miembros por v en la primera ecuacion y por u en la segunda, es decir:
u'v=-uv.g

y v'u =-uv.h

y restamos miembro a miembro, resulta:

vu' - uv' = (h-g).uv (5.31)
Si ay B son dos raices consecutivas de laecuacion u ( X ) = 0, lo que equivale a decir que:
u(a) =0
y u(p) =0

como el segundo miembro de la (5.31) esigual a cero, debe cumplirse necesariamente que
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via).u(a) -u(a).v(a) =0

o también:

v(B).u(B)- u(p).vi(p) =20
De aqui:

v(a).u(a) =u(a).vi(a)=0 (5.32)
y

v(B).u'(B) =u(p).vi(B) =0 (5.33)

Supongamos por un momento que elegimos una funcion v ( X ) que satisface la ecuacion
diferencial (5.30), pero tal que ni o ni B sean raices suyas.

En tal caso, es evidente que para que se cumplan las relaciones (5.32) y (30,.33), la derivada
segundade lafuncion u ( x ) debe ser nulaen o y en B3, respectivamente.

La explicacion anterior nos fuerza a aceptar que u ( X ) y sus derivadas primeray segunda deben
comportarse aproximadamente como muestra la figura siguiente:

A

u'(x) u(x)

Ahora procederemos aintegrar la ecuacion (5.31) entre o y fB:

p p
I(vu" -uv') dx = f(h -g).uv.dx

a (04

Y calcularemos la primeraintegral por partes. Paralo cual, teniendo en cuenta que

ﬂ dx = du'
dx

u" dx

y lo mismo:
vt dx = dv'

la procederemos a modificar previamente asi:
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I(vdu‘ -uadv') = I(h -g).uv.dx

(04 (03
p
I vdu - J udv' = I(h-g).uv.dx
o o o
p

- Iv'u‘ dx - uv'
o o

vu +J uv dx = I(h-g).uv.dx

o a a

Simplificando las dos primeras integrales, iguales entre si, resulta

BB
= | (h-g).uv.dx (5.34)

(0] o

(vu - uv')

es decir:

p
V(B)U(B)-u(B)V (B)-v(a)u(a)+u(a)v(a)=] (h-g)uvd

Perocomo u(a) = 0y u(p) = 0O, simplificando nuevamente queda:

B
V(B)U(B) - v(a)u(a) =] (h-g)uvdx (5.35)

Supongamos ahora que la funcion v ( x ), que como dijimos no es nula ni en o ni en 3, se
mantiene positiva (negativa) en todo el intervalo entre a y . Hagamos aqui también un andlisis
gréfico mostrando la situacion en €l intervalo o 3:

Lafiguramuestraen primer lugar que u' ( o ) tiene distinto signo que u' ( B ).
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También observamos en la ecuacion (5.35) que si v ( X ) se mantiene positiva (o negativa) en todo
el intervalo a 3, € primer término de la ecuacion no puede ser igual a cero en ningn punto del
mismo, por lo que la integral no puede ser nula en el intervalo, o que implica que,
necesariamente, debe ser

h(x) # g(x)

Esto es obvio, porque si fueran iguales, laintegral serianula.

4 - Raicesde J, ( X):

Volvamos ala ecuacion de Bessel (5.1):
XY+ XY + (X2 -n’)y =0

y hagamos en ella el cambio de variable:
u=yVx (5.36)
y = ux™?

La derivada primera de estafuncion es

y = uxY2 . R
2
y laderivada segunda:
YR TR T Ve R STV R B TR e
2 2 4

Al reemplazar en la ecuacion diferencial de Bessel obtenemos:
xz[ U, 3u ]+x[ u___u ]+(x.2-n.2)_u =0
Vx  xVx  4x3Vx Vx o 2xVx Vx

Ecuacion que, una vez simplificada, queda asi:

SBU Ly -Y s xu-rfu=0

4 2

X2u' - xu +

Simplificando de nuevo y agrupando los coeficientes de las potencias de igual grado de la
variable u, resulta

XU+ u {xz- n2+iJ =0
4

Dividiendo por x? y reagrupando términos, esta ecuacion se puede modificar como sigue:
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2
o+ [1-40 -1 (5.37)
4 x°
En el caso en que n = 0, la ecuacion anterior se simplifica mas aln, quedando:
wru(1+-1 ) =0 (5.38)
4 %2

Sintetizando:

o Estaecuacion eslamismaquela(5.29), con

g=1+_1 (5.39)
4 x2
o Susolucion es:
u=y Vx
o Ademas, como se trata de la ecuacion de Bessel, con n = 0, también debe ser
Y=
Por tanto: L L
u=y Vyx = J(x)Vx (5.40)
Verificaremos a continuacion esta afirmacion. Si en laecuacion (5.7),
* 2
m m
hi(x)=x" 2 (1) x
m=0 2™ m! (n+m)!
hacemos n = 0, entonces.
e 0]
m 2m
L(x)= T 1) X

m=0 2" (m!)?
Es decir:

2 4
h(x)=1-%+ L x .1

X6
- - + ...
4 (2216 (3 64

Reemplazado en |a (5.40), nos queda:

u=vVx J(x)= x¥2- A oyse g L oy 1 ywe
4 64 2304
Derivaremos ahora para obtener u'”:

u= 1 x1.3 xeq 9
2 8

128 4608

x 72 13 x 2 4
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Y derivando nuevamente,

m= .1 e 15 ey 63 yse o 143 2y

u' = - — x9° . = xl 4 22y . =9 xY2 4
4 16 256 9216
También:
u - 1 yee_ 1 gy 1 yse o 1 gy
4x? 4 16 256 9216

Basta reemplazar estos valores en la (5.38), para verificar que efectivamente la (5.40) es una
solucion de lamisma. En efecto, de tal reemplazo resulta:

G +u + U :__1X»3/2_ E NE 63 NE 143 X9 + 4+
4 x? 4 16 256 9216
+X”2-iX5’2+iX9/2- 1 N
4 64 2304
P N (I SEVET RN SV R SV R

4 16 256 9216
Y a agrupar en esta ecuacion los coeficientes de las potencias de x de igual grado, hallamos:

u' +u + U :[i-l_]xﬁ’z +,[1_6- L -i]x”2+
4 x? 4 4 16 16 16

+[ 63 64, 1 ]_[143_144+ 1 ]X9/2+...
256 256 256 9216 9216 9216

Como todos los coeficientes resultan nulos, comprobamos que, efectivamente, la (5.40) es
solucion dela (5.38).

Volvamos ahora a la ecuacion (5.30) y hagamos en ellah ( x ) = 1. Este valor satisface la
condicion

h(x) # g(x).
En efecto, para cualquier

X # o0, se verificaque:

g=1+-1 > h=1
4x*

Al reemplazar en (5.30) €l valor adoptado para h, la misma queda asi:
v'+v=0

Una solucién de esta ecuacion es:




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior.

Parte 5 — Funciones de Bessel.

5.27

vV =sen(x-a)
En efecto:

V' = cos(x-a)
y V' = - sen(x-a)

con a = cte

Consideremos ahorados raices consecutivasdev (x): a y a+mn

sen(x-a)

/\ / }
a a+T at+27

L as raices consecutivas de | as funciones de Bessel, a partir de la segunda, estan separadas entre si
por un valor muy proximo ar. Efectivamente, en el caso de Jp, |as primeras raices caen en:

X = 2,40, 552, 8,6557,

11,7915, 14,9298, etc.
Por su parte, las de J; estan ubicadas en

x =0, 383 7015 1017, 1332, etc.

Estos valores confirman, por una parte, la alternancia entre las raices de unay otra funcion, y por
la otra, que la separacion entre raices consecutivas es muy proxima a . En efecto, en € primer
caso, la separacion es respectivamente:

3,120, 3,1357, 3,1358, 3,1383,
O, tratandose de J;,

3,185, 3,155, 3,150, ...

Vull _

Detodo lo visto, podemos extraer las siguientes conclusiones: A partir de la ecuacion:

uv' = (h-g).uv

Siaesunaraizdeu (x), esdecir,u(a) = 0, entonces
via) =0 O u(a) =0

Por idéntico razonamiento, si f esunaraizdeu (x),
v(p)=0 6

u(p) =0
Por otra parte, a partir de laigualdad:

(5.31)

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas



Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 5.28
Parte 5 — Funciones de Bessel

p
V(B)U(B) - v(a)u(a) =] (h-g).u(x).v(x)d (5.35)

podemos dedudcir que si h # g, entonces
v(B)u(p) - v(a)u(a) =0
O, loqueesigual:
V(B)u(p) # v(a)u (o)
De aqui podemos deducir también que, si

v(a) = 0, entonces v(p) #0

Supongamos ahora que elegimos el punto a coincidente con a.. Como dos raices cualesquiera de
lafuncién J, ( X ), que son a su vez raices de u ( x ), difieren entre si un valor muy aproximado,
pero no exactamente igual, a m, NOS encontraremos con una situacion aproximada a la que
representa lafigura siguiente:

A

\ /
v (X)~__."

La figura muestra que entre cada dos raices de v ( X ) cae una raiz de J, ( X ). Notese que la
funcion v ( x ) conserva su signo entre o y B, o que satisface el postulado que acompafia a la
ecuacion (5.35):

S v ( x ) se mantiene positiva (0 negativa) en todo el intervalo « g, € primer término de la
ecuacion no puede ser igual a cero en ningun punto del mismo, por o que la integral no puede
ser nula en €l intervalo, lo que implica que, necesariamente, debe ser

h(x) #g(x)
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5.8 - Ortogonalidad de las Funciones de Bessel.

En esta seccidn probaremos que las funciones de Bessel forman un conjunto ortogonal en el
intervalo entre x = 0 y x = 1. Para ello en la ecuacion diferencia de Bessel, (5.1),
reemplazaremos lavariable x por

c = ax, dondeaesunaconstante arbitraria
La ecuacion de Bessel queda entonces asi:

2.3 (o) + 6.0 (c)+ (c?-n?).h(c)=0 (5.41)
Derivando J, ( o ) respecto de x obtenemos:

dh(c) _ dh(c) do - a dJ (o)

dx do dx do
dh(oc) :_1 dh(c) - Jn(o)
do a dx a

Derivando nuevamente, |a derivada segunda es:

(o) - Tn(o)
dc? a

J' (o) yJ" (o) sonladerivadas respecto de x. Reemplazando en (5.41), lamisma queda asi:

.3 (o) + X. 3 (o)+ (&x*-n*)dh(c) =0

o también, dividiendo por x*

3 (o) + L 3 (o) +[a2- 12] h(c)=0 (5.42)
X XZ

También aqui ensayaremos la solucion:
u= Jhvx
J=u x 12

Derivando respecto de x:
3= ux?. 1, x®2

Y derivando unavez mas;

Jn."=u"x'1/2.—iu'x'3/2— 1oy 3 ux? =
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"x'”z—u'x'3/2+iux'5/2

4

=u

Por fin, al remplazar en la (5.42), la ecuacion diferencial queda ahora formulada asi:
U x Y2 g x 2 4 3_ux'5/2+ u.x-s/z_i ux 2+ 2ux 2 _n2ux® =0
4 2

A continuacion, simplificaremos los dos términos en u', multiplicaremos el resto por x ¥, y
agruparemos | os coeficientes de u; con lo cual la ecuacion se reduce alaforma siguiente:

2
u"+[i +a2—n_]u:0
4 x° X2
Reagrupando de nuevo, |a ecuacion puede ahora sintetizarse como vemos aqui abgjo:
2
u [az ; u] u=0 (5.43)
4x?

Si en lugar del reemplazo ¢ = ax hubiéramos hecho ¢ = bx, siguiendo idénticos pasos habriamos
Ilegado a una ecuacién totalmente similar, excepto por €l nombre de lavariable:

2
v+ [bz i u] v=0 (5.44)
4 %2

L as dos Ultimas ecuaciones se pueden simbolizar asi:

u+ G(x).u=0

y vVt + H(x).v=0
2

donde G(x)=a-An-1
4 x°
2

y H(X):bz_ 4n°-1
4 x°

Si nos detenemos un instante para analizar 10 hecho hasta agui, podemos ver que estas ecuaciones
son idénticas alas (5.29) y (5.30), apartir de las cuales obtuvimos en su momento la (5.34).

Siguiendo ahora los mismos pasos que en agquella ocasion, pero integrando esta vez entre los
limites Oy X, llegamos alaigualdad siguiente:

X X

(vu -uv) :I (H-G).uv.dx
0 0
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Si restamos G (x) de H (x), esdecir:
H-G =Db-&

y reemplazamos en laintegral anterior, nos queda:

(vu - uv') = (B2-a) | uv.dx (5.45)
0 0
y COMO L
u=+vx .J(ax)
y v=vx .J(bx)

obtenemos finalmente:
X X

(vu -uv) | = (B2-a) | x.3(ax).&h(bx).dx
0

0

Las derivadas de u 'y v son, respectivamente:

U= L x¥23 (ax) + ax®? 3, (&)
2
y v = L x5 (bx) + bx¥2 7, (bx)
2
Por tanto:
vu-uv = 1 Jh(ax) Jh(bx) + ax Jy(ax) J(bx) -
2
- L3 (bx) J(ax) - bx Ja(bx) d(ax)
2
VU-uv = x [aJ’n(ax)Jq(bx) i an,(bx)Jn(ax)]

Reemplazamos ahora en (5.45), y obtenemos

X

(b2 - a) | x3(ax)d(bx) x = x [aJ’n(ax)Jn(bx)-bJ'n(bx) Jﬂ(ax)]
0

Al establecer e intervalo de integracion entre 0 y 1, la ecuacion anterior se transforma en la
siguiente:
1
(b2- )] x3(ax)h(bx)dx = aJs(a)h(b)-bIa(b)h(a)  (5.46)
0
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A continuacion analizaremos una por unalas diferentes alternativas que pueden darse respecto de
esta ecuacion.

Primer caso: ay b son ceros de J, ( X ) Entonces, € segundo miembro de la (5.46) esigua a

cero:
1

(B2-a) ] xdh(ax).h(bx)dx =0
0
Estamos en presencia de dos factores cuyo producto es cero. Existen dos posibilidades: Si ambas
raices son distintas, a= b, o laintegral esnula, 0 bien a=- b. Obviamente entonces, para que la

integral
1

[ x 32(ax) dx (5.47)
0

seadistinta de cero, laUnica posibilidad es que:
a2 — b2

Esta es por tanto la condicion de ortogonalidad.

Segundo caso: Una segunda alternativa consiste en que ay b sean ambas raices de la ecuacion
Jn(x) =0,

observando la (5.46) vemos que se reproduce una situacion idénticaaladel primer caso. Es decir,
gue la condicion necesaria para que laintegral (5.47) seano nula eslamisma que antes:

& = b

Tercer caso: ay b son ambas raices de la ecuacion

Je1(x) =0 (5.48)
De acuerdo con la (5.25), sabemos que
d

— [x'” Jn,(x)] = - X" Ju(Xx)
X

Al efectuar esta derivada llegamos a laigualdad:
-nx ™I (X)) X" I (x) = - X" Jea(X)
Simplificando x " en los dos miembros de la misma, obtenemos

-nx P (X)) + In(x) = - Jnwa(x)
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1 (X) +I0(x) = nxt Jh(x)

Pero ay b son raices de la (5.48), es decir:

Jn+1(a) =0

J1(b) =0,
entonces:

Jo(a) = na' J(a)
o bien:

adJin(a) = nk(a)
De modo similar obtendriamos:
b J.(b) = nk(b)
Multiplicando estas dos Ultimas igualdades entre si, en forma cruzada, obtenemos:
bJy,(b)nJ(a) =aJdy(a) nkg(b) (5.49)
De aqui, simplificando n en ambos miembros y pasando todo a primero, resulta:
b J.(b) h(a)-adi(a) h(b) =0

El primer miembro de esta Ultima igualdad coincide exactamente con el Ultimo miembro de la
(5.46). Por tanto, nuevamente deberd ser nulalaintegral que aparece en €lla, salvo que fueran

& = b

La conclusion obvia es que esta tercera alternativa es equivalente a los dos anteriores.

Cuarta posibilidad: ay b son dos raices, diferentes, de
Jha(x) =0 (5.50)
Segun la (5.28), sabemos que

% [X” Jn(X)] = X" Ja(x)

Efectuando esta derivada llegamos ala expresion:
nx™ 3 (x) + x" Jn(x) = X" Ja(x)
Simplificamos aqui x" antes de pasar todo a primer miembro:
nx? Jh(x)+ In(x) = Jhai(x)
NJh(x)+ xIn(X)-Xhi(x)=0 (5.51)

Como ay b son raices de la (5.50), es decir:
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Ji(a) =0
Ja(b) =0,

Al reemplazar cada una de estas igualdades en la ecuacién (5.51), ésta queda, respectivamente
igual a
nJh(a)=-aJdn(a)

0, bJ,(b) = -nJ(b)
Multiplicando miembro a miembro verificamos que:
b J.(b) nd(a)=aJl.(a)nk(b)

Pero ya habiamos obtenido esta igualdad, en la ecuacién (5.41), por lo que también la cuarta
posibilidad conduce a un resultado idéntico a los tres primeros supuestos.

Quinta posibilidad: Consideremos ahora la ecuacion:
X Jh(x) +CJh(x)=0

en la que C es una constante arbitraria, en tanto que ay b son dos raices distintas de la ecuacion,
es decir:
aJy(a)+Cx(a)=0

y

bJ.(b)+CJ(b)=0
O bien:

alJn(a) =-C xh(a)
y

b J.(b) =-C J(b)

Si como en los casos anteriores, multiplicamos miembro a miembro en forma cruzada,
tendremos:
aJy(a) .CJh(b)=bJy(b).C J(a)

Simplificando C, y pasando todo a primer miembro, obtenemos nuevamente una ecuacion que ya
nos esté resultando familiar:

b Ji(b) . h(a)-aldti(a). h(b)=0

La conclusion es, una vez méas, que este caso es también similar a los anteriores. En resumen, si
se cumple que ay b son raices de cualesquiera de las cinco ecuaciones supuestas, la condicion
necesaria para que laintegral

1

[ x 3 (ax) 3 (bx) dx
0

sea distinta de cero es en todos los casos lamisma: a2 = b?
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Conclusion: Condiciones de ortogonalidad de las funciones de Bessel, en €l intervalo {0; 1}
Recordemos que dos funciones, f; ( X ) y fi ( X ), de un conjunto son ortogonales entre si cuando
b =0, s j=k

| () fie(x) dx =
a 0, sj=k

En ocasiones, la ortogonalidad requiere la existencia de una funcion "complemento” o0 "peso”,
g (x), delasiguiente forma:

b = 0, s jzk

J g(x)fi(x)f(x) dx =
a = 0, sij=k

Tal es el caso delas funciones de Bessel, donde:
o El complementoesg (x) = X, como puede verse en |0s cinco casos expuestos.
o Lasfuncionesf;(x) y fi(X) son, respectivamente:
fi(x) = h(ax) = h(ox)
y fi(x)=dh(bx) = dh(oxX)
Partiendo de esto, si Ilamamos C a conjunto de las funciones Bessel de primera clase:
C=[h(aix)]
constituye un Conjunto Ortogonal de funciones en €l intervalo {0, 1}, cuyopesoesg(x) = X.

Esdecir que si:

h(gix)e C y J(akx)e C
entonces:
1 = 0, SiOLjZ;tOLkZ
[ X3 (05 %) 3 (o x) dx =
0 # 0, Si()LjZZOLk2

5.9 - Desarrollo defunciones en serie de Funciones de Bessdl:

En el apartado anterior hemos demostrado que las funciones de Bessel
I (x), conn=0,1, 2, 3, 4...

constituyen un conjunto ortogonal de funciones en € intervalo 0 < x <1, y que lo mismo ocurre
en el caso de las familias de funciones siguientes
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I(aix), hwa(aix), Ini(aix), In(aix), XIn(aix) + C J(aix),

Por consiguiente es posible en principio desarrollar unafuncion f (X ) como una suma constituida
por los infinitos términos de una cualquiera de las familias mencionadas, donde el parametro i
variade cero ainfinito. Por g emplo:

0

f(x) =2 G h(aix)=0C h(oox) + crtdh(aix) + c2d(azx) + ...
i=0

En los textos especializados se encuentran tablas de los valoresde J, (o X).

Esta sumatoria constituye de hecho una serie generalizada de Fourier,

f(X)= 2 Cr.on(X) = Cror(X) + Cada(X) + ...+ Co.dn(X) + ...
n=1
(5.52)
enlacua:

G (x) = h(oix)
y dk(X) = dh(oxX)

Si multiplicamos ambos miembros de la serie (5.52) por ¢« ( X ) Yy acontinuacion integramos en
un periodo que en forma genérica vamos a designar como a, b, resultar&:

b 00 b
00 . o(x).dx = 2 . ] ¢e(x). dn(x).dx =
a n=1 a
b b
= [ (X)) dk(x) dx + o ) do(X). de(Xx) dx + ... +
a a
b

Foc ] de(x).d(x) dx + ...
a

b Mk si k=n
[ ok(x) - on(x) . dx (5.53)
a

=0 s k#n
De aqui llegamos a la siguiente igualdad, que nos permite definir los coeficientes cy.

b
[ 1) de(x) dx = .My (5.54)
a
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Al introducir este resultado en la sumatoria podemos escribir, cambiando el nombre de lavariable
de integracion para evitar confusiones:

) b
F(x)= 2 d(x). L T fee). oe(e).de
k=1 My a

El segundo miembro en esta ecuacion constituye |o que se conoce como una Serie generalizada
de Fourier.

Volviendo ala ecuacién (5.52), de modo similar tenemos:
b = My s k=j
Ioox) de(x) . dx
a =0 S kK# |

haciendo los reemplazos adecuados al caso presente y teniendo en cuenta el peso, x, hallamos la
igualdad:
1
| X. &2 (ajx).dx = My
0

Obsérvese que M es la Norma del conjunto ortogonal de funciones. Por su parte, efectuando los
reemplazos correspondientes en la ecuacion (5.54)

b
J 100 . (x).dx = .My (5.54)
a
parala serie de funciones de Bessel tenemos:
1
J £(x). x. 3h(wx).dx = o.My
0

De aqui podemos deducir €l valor de los coeficientes:
1
=L [ X f(x). h(ax).dx
My 0

5.10 - Funciones de Bessel de segunda clase.

En el apartado 5.2 se vio que cuando v es un nimero entero n, las funciones J, ( X ) y Jn ( X))
mantienen una relacion de linealidad entre si, por 10 que para resolver la ecuacién diferencia
respectiva se hacia necesario recurrir alas llamadas Funciones de Bessel de Segunda Clase.

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas



Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 5.38
Parte 5 — Funciones de Bessel

Es decir que cuando v es un nimero entero, la solucion general de la ecuacion de Bessel no
puede ob(t?nerse como una suma ponderada de J, ( x ) y J, ( X ), como haciamos en e caso
contrario™.

En este apartado trataremos la situacion particular mencionada.
Veamos primero €l caso en que n = 0. En tal supuesto, la ecuacion diferencial de Bessel,
2 11}

X2y" + xy' +(x2-n*)y = 0

sereducea
Xy" +y +xy =0

Laecuacion indicial
v(v-1)C+7C-N G =0
sereduceasuvez a
y?-y +y=0
Y1 =72=0

Es decir que la ecuacion indicia tiene una raiz doble igual a cero. Esto nos obliga a buscar un
camino diferente para encontrar la solucion.

En el caso general, para que la ecuacion (3.6)

_-(0o-1) =\ (0o-1)2 - 4B,
2
tenga unaraiz real doble, es necesario y suficiente que se cumplalaigualdad:
(0C0‘1)2 = 4B
De aqui, se deduce que
_-(ao-1) _1-oa
2 2

Una solucion particular de la ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes variables
puede ser, como hemos visto, de laforma (3.7):

i

Y

yi(X) = X (Co+ X + X2+ ...)@
La siguiente es asimismo una segunda solucion particular de la ecuacion
y2(x) = u(x).y(x) (5.55)

@ Por supuesto, esta conclusion no invalida todo lo visto hasta aqui sobre las funciones de Bessel de subindice n,
entero.

@ Como regla general, descomponer la solucién en el producto de una cierta potencia de x, convenientemente
elegida, por una serie geométrica en x, facilita grandemente el trabajo posterior
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en donde u (x ) es una funcién a determinar®.

Para obtener lafuncién u ( x ) debemos calcular las derivadas primeray segundadey, ( X ):

Y2(x) = u(x).ys(x) + u(x).ya2(x) (5.56)

Y'2(x) = w(x).y2(x) + 20 (X).y'2(X) + u(Xx).y"s(x)
Reemplazando estos valores en |a ecuacién general (3.2), cona= 0,

Xy + a(x).y +B(x).y=0 (5.57)
tenemos:

XU (X).ya(X) + 20 (X).y'a(X) + u(x).y" s (x)] +

+ oo (X)) [U(x).ya(x) +u(x).ya(x)] +B(x).u(x).yi(x) =0
Reagrupando adecuadamente |os términos de esta ecuacion,

XU (X).ya(X) + 20 (X). Y2 (X)] + a(X). U(x).yz(x) +

+u(X)[X.y"2(X) + o (X).Y1(x) + B(x).ya(x)] =0

vemos que la expresion que aparece multiplicando au ( x ) esjustamente el primer miembro dela
(5.57) , por lo que lamismaesigua acero. Al smplificarla, queda solamente:

XU (X)) Y2 (X) + 22U (x).y'1(x)] + o (x).U(x).y2(x) =0
Desarrollemos ahora o ( X ) en serie de potencias
a(Xx) = (aoXx +oL X +ae X5 oz X+ L. )
y dividamos todo por x? a1, para obtener en forma explicitalas derivadas de u ( x ):
W)+ (214 %0 b g aax+azx+ .. )U(x)=0 (558)
Y1 X

Por otro lado, la derivada primera de

yi(X) = X' (Co + CaX + X2 + ... )
es. Yi(x) = yxX™ (co+ X + X+ ...) + X (L + 26X + ...)

Esta ecuacién se puede simplificar unificando las potencias de x dentro y fuera de los paréntesis,
asi:
Yi(x) = yxX (Gt X + X+ ...) + X7 (ax+ 26X + ...)

Esto nos permite sacar factor comudn x' ', con lo cual tenemos:

Yai(x) = X' [y(c + cax + X+ ...)+ (cax+ 2cx2 +...)]

® Ladeterminacion de la funcién u (x) requiere un proceso sencillo pero largo. Si se desea obviarlo, sugerimos
avanzar alapagina5.41, donde damos una apretada sintesis del mismo.
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A continuacién vamos a dividir ambos miembros por y1 ( X ):

Yi(x) o X '[yc+ax+ Xl +...)+ (ax+ 26X +...)]
y1(X) X' (Co+ X + X2+ ...)

Simplificando:
Yi(x) 2 1 y(Co+oXx+ X+ ...)+(ax+ 20X +...)
y1(X) X (Co+ CiX + X2+ ...)

Pero la serie que multiplicaay en el numerador esigua ala que aparece en el denominador; por
lo que, simplificando nuevamente, obtenemos:

yi(x) v, (CGx+ 26X+ ...) - Y v a(x)
y1(X) X X(Co + C1X + X2+ ...) X

En esta ecuacion, e significado de @ ( x ) es obvio. Reemplazando en la (5.58) €l resultado
anterior, sellegaalaigualdad:

v+ [2_ 7+ % 4 gt arxtazXe A+t d(x)] .U =0
X X
Llamando:

W(x)=®(X) + a1+ azX+az x> +...+

alcanzamos una simplificacion alin mayor, que nos permite escribir:

v+ (27 + %0 o+ y(x)].u =0 (5.59)
X X

Hemos hallado oportunamente que cuando la ecuacion indicial deriva en una raiz doble para la
constantey, el valor de ésta Ultimaes:
1-a 0
2
Reemplazando en la ecuacién (5.59):

un + [ 1

X

Y = 2y + a9 =1

+ ¥Y(x)].u =0

Dividamos ambos miembros por u'. Si pasamos los términos entre paréntesis a segundo
miembro, resulta:

N 169
X

Al llegar aqui, podemos hacer:
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Entonces, integrando, resulta:
Inu =-Inx + [ ¥(x)dx
Y por tanto:
A | ej P(x) dx
X

Como ¥ ( x ) es un polinomio en x, la integral gque aparece en € exponente es asimismo un
polinomio en x; ello permite desarrollar la exponencial en esta ecuacion como una serie de
potencias de X.

Si [lamamos h; a los coeficientes de la misma, podemos escribir simbdlicamente:
A | 2 3 _ 1 2
U= _— (1+hex +hyx® +hyx’ +...) =_—— + ho+ hyx + hpx®+ ...
X X

Integrando nuevamente, podemos también poner:
U= Inx + kpex + koX® + ... (5.60)

El significado de los coeficientes k; es también suficientemente explicito:

Ky = ho, k= M ac

Recapitulacion:
La ecuacion de Bessel

XY+ XY +(X2-n?)y =0
cuando n esigual acero sereduce a

Xy" +y +xy =0

La ecuacién indicial no nos sirve en este caso para avanzar hacia la solucién general. Por tanto,
recurriremos a la ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes variables. Una solucién
particular de lamismaes:

yi(x) = X' (Co + X + X2 + ...)
O bien y2(x) = u(x).yi(x)
Donde lafuncién u ( x ), como se havisto, esde laforma
U= Inx + kpx + kax® + ... (5.60)

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas



Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 5.42
Parte 5 — Funciones de Bessel

Al reemplazar este valor en la ecuacion anterior, obtenemos
Yo(X) = ya(x).Inx + X' (kX + koX® + ...).(Co + C1X +CX° + ...)
Ahora estamos en condiciones de seguir en buscade lasolucion y, ( X).

Al efectuar el producto de las dos series entre paréntesis, aparece una nueva serie de potencias en
X. Llamando A, a coeficiente de la potencia emésima, arribaremos a la expresion simbdlica
siguiente:
e}
Vo(X) = yi(x).Inx + X' 2 Ap x™
m=1

Cuando y = 0, laecuacion anterior se simplificaasi:

o0

Vo(X) = ya(x).Inx + X Ap X"

m=1
Aplicaremos ahora este resultado ala solucion de la ecuacion de Bessel:

o0

Vo(X) = BH(x).Inx + 2 Ap X" (5.61)
m=1

Derivando sucesivamente, obtenemos:
e 0]

y2(x) = Jo(x).Inx + o) 4T m oA, XM

X m=1

e 0]

V"2 (x)= To(x).Inx +90(X) 4 X Jo(X)-b(X) 451 m-1) amx™2

X x? m=1
y'2(x)= To(x).Inx+ 2 30D b(X) 4 3 m(m-1) A x™2

X NG m=1

Como para n = 0 laecuacion de Bessel es:
Xy"+y +xy=0

y por su parte, J, ( X ) es solucion de la misma, reemplazando en la Ultimaigualdad | as sucesivas
derivadas dey ( x ) hallamos:

o0 o0
(xJ+To+xTo)InX +2 Apx™ + b Y mALX™ 23, - R 4
m=1 X m=1 X

o0

+2Xm(m-1) Apx™ =0
m=1
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Al ser J, una solucion particular, la suma
Xh+Jo+xd

es necesariamente nula. Por |o tanto, luego de smplificar y ordenar |os términos, resulta:

0 © 0
2JI0(X) + EAmeﬂ' + 2 m AmX,m-l. + 2 m(m-l) Amxm-l =0
m=1 m=1 m=1

Como veremos enseguida, nos conviene agrupar las dos Ultimas sumatorias, que solo difieren
entre si en el factor multiplicador de cada término; obtenemos:

© 0
2Jo(x) + EAmeJrl + (m +m2‘_m) Amxm-l -0
m=1 m=1

Efectivamente, ahora podemos simplificar masy menos m:

Qo0 e}
2J0(X) + Z AnX™ + X m? Apx™ =0 (5.62)
m=1 m=1
Hemos visto (5.7) que
o0
m 2m
JL(x)=x" X2 (-1) x
m=0 2*™ ml T (v+m+1)

S v =0, sera
o0

poo= 3 (DT
m=0 2" miT(m+1)

Cuyaderivada respecto de x es:

0

Z (_ 1 )m 2m X2m—1

m=0 2" mT(m+1)

J’ov(X) =

Con € objeto de simplificar esta ecuacion, le introduciremos previamente ciertas modificaciones.
Comenzaremos por recordar que:

r(m+1) =m = m(m-1)!

Entonces
e}
J’O(X)z Z (_1)m mx2m-1
m=0 2*™ m(m-1)'m!

Ahorasi, simplificaremos "m" en numerador y denominador:
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0

2 ( -1 )m X2m—1

m=0 2" (m-1)'m!

Ademas, como el primer término de la sumatoria, es decir, el que corresponde a subindice m = 0,

es nulo porgue en su denominador aparece €l factorial de - 1, cuyo valor es infinito, podemos
hacer también:

Jo(x) =

o0

m 2m-1
Jo(x) = 2 (-1)" x (5.63)
m=1 2™ (m=1)'m!
Al introducir este valor de laderivada en la(5.62), obtenemos:
e 0] 0 o0
( -1 )m sz-l m+1 2 m-1
by + 2 AnX™ + 2 m ApX™ =0 (5.64)
m=1 2°™ (m-=1)! m! m=1 m=1

Como esta expresion debe tener validez general, cualquiera sea e valor de x, la suma de los
términos correspondientes a cada potencia de dicha variable x deberé ser siempre igua a cero.
Nétese que como m, sbindice, es un entero, las potencias de x son todas impares.

Calculo de los coeficientes A

A partir de la condicion mencionada en el péarrafo anterior podemos calcular los sucesivos
coeficientes A, COMoO veremos mas abajo. Pero previamente, como para un dado valor de m, los
exponentes de x son diferentes en cada sumatoria, para evitar confusiones cambiaremos €l
nombre de los subindices, asi:

e} o0 o0

(-1)™ x¥mt h+1 2 k-1
)y + 2 ApX™ + X K AXT =0 (5.65)
m=1 2°™% (m-1)! m! h=1 k=1

Cosficientes de x";
L os coeficientes de la potencia primera de x en cada una de las sumatorias son, respectivamente:

2m-1=1 m=1
h+1=1 Luego h =0
k-1=1 Luego k = 2

Reemplazando estos valores en la (5.62), obtenemos:
- X
2° (0)! (1)

Pero, como las sumatorias en la (5.64) comienzan todas a partir del subindice m = 1, Ag es nulo.
Entonces

+ AgX + 4AX = -X + AgXx + 4A,x =0
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4A, =1 A =1/4 =025

Cosficientes de x°:

2m-1=3 m=1
h+1=3 h=2
k-1=3 k =4

Reemplazando en la (5.65), obtenemos en este caso:
3

X + A + 16A,x3= (U8 + 14 +16A4)x°= 0
22 (1) (2)
O sea,
16A, =-1/8 - 14 =- 3/8 A, = -3/128
Coeficientes de x°;
2m-1=5 m=23
h+1=5 h=4
k-1=5 k=6
Reemplazando en la (5.65):
5
- X + Asx® + 36Acx°=0
28 (2) (3)!
De aqui,
36As = 1/192 + 3/128 = 4/192 = 1/48 Ae = 11/13824, etc.

Observemos que |os Unicos coeficientes que aparecen son aguellos cuyo indice es par, es decir:
Ao, Ag, A, Ag, EtC.

Reemplazando sus valores en la solucion propuesta, y» ( X ), ésta tltima queda asi:

ya(x) =3(x).Inx + L+ x2-_3 i B w_ (566

4 128 13824

gue trataremos de expresar como una sumatoria. Para €ello, teniendo en cuenta que, como
acabamos de ver, m es siempre par, pondremos

m=2r
Con lo cua se obtiene paralos coeficientes la siguiente formula general:

Am:[1+ 1.1 v 4 1] (-1)™

2 3 ) 22 ()2
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Verificaremos a continuacion su validez. En efecto, s m= 2 (Y por tanto, r = 1):

A2 = (_1)0 = i
22(1)? 4
Sm=4,r=2:
A4 = [1+ i] (_1) = -3 = -3
2 24(21)? 2.16.4 128
Sm=6,r=3:
Asz[l+i+i] (-1)> _ 11 _ 11
2 3) 2°%(31)? 6.64.36 13824

etc.

Ahora podemos reemplazar el valor de los coeficientes Ay, en la (5.66):

Vo(X) = Jh(x).Inx + 2 [1+ N +L]¢x2r
r=1 2 r 22r(r!)2

Expresando en forma simbdlica la suma que aparece entre paréntesis, esta ecuacion se puede
expresar también como

o0 r

Yo (X) = B(x).Inx + X Z[_lji 2
r=1 p=1- p 2% ()2

Como J, (x) ey (x) son linealmente dependientes entre si, es necesario recurrir a una solucion
independiente, como por g emplo:

Yo(x) = af[y2(x) + B Jb(x)]
Se conviene en hacer:

o = 2In

y B=y-1In2
siendo y lallamada Constante de Euler, cuya definicion y valor son:

()

y=1m X 1 _ins =0577215..
oc— o k=1 k

[} r

Yo (X) :_Z{Jo(x)[lnx +y-|n2]+2 [ Y _1]& x?f}
n r=1"p=1 p~ 2 (r)?
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Yo (%) :_Z{Jo(x)[ln_x+y] + Y [ ) _1] T xzr}
T 2 r=1%p=1 p-~ 227(r)?2

Esta ecuacion es la que se conoce como Funcion de Bessel de Segunda Clase, o Funcion de
Neumann, de orden cero.

Otras funciones usuales son: La Funcién de Bessel de Segunda Clase y orden v, o Funcién de
Neumann de Orden v, que se define asi:

Yy(Xx) = 1 [Jv(x)coswc-lv,(x)]
sen vn Funcion de Bessel de 2¢
Clase

L (Funcién de Neumann)

Y ladeorden n;
Yn(Xx) =1lim Y, (x)

v—n

5.11 - Solucion general dela Ecuacion diferencial de Bessel:

Una solucién general de la ecuacion de Bessel paracualquier valor de v, esla siguiente:
y(x) = Cud(x) + CYy(X)
Donde C; y C, son constantes complejas arbitrarias.

Otra solucion general estd basada en las funciones de Bessel de tercera clase, o funciones de
Hankel:

)
Funciones
de Hanke

Hiv(x) = J(x) +iY,(x)

HZ,V(X) = Jv(x) - IYV(X)

En este caso, la solucion completa es de laforma:
y(x) =A.H(x) + B.Hy,(x)

en donde A y B son también constantes complejas arbitrarias.

Las funciones de Hankel son de aplicacion para resolver problemas de la Fisica en los cuales
aparecen magnitudes en cuadratura.
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5.12 - Cuadro Sindptico.

Ecuacion Diferencial de Bessel

v, nimero real no

A 2. m 1 2 2 —_
Formula general Xy + xy' +(x-v)y=0 Negativo
Solucion particular o N (-1)™ x2m J, (x) , funcién de
J(x) = x" X — Bessel de primera
m=0 2™ m! C(v+m+1) clase

y(x) =AJ(x) +B L. (x)

Solucion general ] . S
A 'y B, nimeros complgjos arbitrarios

No aplicable cuando
VvV esun entero

Caso particular:

2.0 ' 2 2
, X + Xy ' + (X" -n =0
v =n, , nUmero entero y y ( )Y

Solucién general y(x) =AJ(x)+BY,(x)

Y., (x), Funcion de
Bessel de segunda

clase
Funciones de Bessel
de Bessl d N
Funcion deB e y S1)™ @M
primera clase d(x) = x" % 5 (-1)
m=0 2™ m T'(v+m+1)
Idem, expresion 1 "
integral J(x) = _Icos(ne-xsene)de
n, entero no negativo T 0
) ) 2 0,5 2 0,5
Caso particular: JO,S(X):[ ] %en x JO’S(X):[ ] COS X
Funcion de Bessel de 1
segundaclaseo | Yv(X) = [J(x) cosvr - I (x)]
Funcion de Neumann sen vr

Hiv(x) = & (x) +1Y,(x)
H2,V(X) = ‘Jv(x) - IYV(X)

Funciones de Hankél

Utiles cuando en las ecuaciones
aparecen términos imaginarios.
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El presente capitulo 5, dedicado a la Ecuacién diferencial de Bessel y a su solucién, no pretende
ser exhaustivo en el estudio de las Funciones de Bessel. Todo lo contrario, la multitud de
aplicaciones de las mismas como solucién de una cantidad de ecuaciones que se presentan en los
diferentes dominios de la Fisica, ha llevado a desarrollo de otras alternativas de una riqueza tal,
en cantidad y en propiedades, que excede largamente los propositos de este tratado, pero que
pueden ser consultadas tanto en los textos especializados como también en muchos libros
dedicados a Calculo Superior.

5.13 - Problemas.

Las Ecuaciones de Bessel aceptan en genera soluciones comunes, lo que las hace
particularmente interesantes para resolver muchos problemas de la Fisica. Y aunque dichas
soluciones pueden parecer dificiles o largas en su aplicacion, existen en general tablas que
ayudan grandemente a su evaluacion. En este apartado veremos primero como resolver algunas
Ecuaciones de Bessel, y a continuacion, cdmo transformar ciertas ecuaciones diferenciales en
Ecuaciones de Bessel, para de estaforma simplificar el problema de hallar la solucion.

5.13.1 - Resolver las ecuaciones siguientes:

8 ¥y +xy + (C-L)y=0
4
Solucioén:

Aqui es: v=0,5 y por lo tanto, la solucién genera es:

y(X) = A Jdnp(x) +B Lin(x)=A /_2 senx + B /_2 CoS X
X X

Si hacemos;

la ecuacion anterior se transforma en la siguiente:

1 L
y(x) = x 2 (cosx + isenx) = X > e

ix

4
Riy(x) =A %s(x) +B Jaos(Xx)
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) Xy +xy +(x*-9)y=0
R y(x)=A J%(x) + B Y;(x)

d) X°y" +xy +x2y =0
Solucion: Enestecaso v esigual acero: v = 0

2 4 6
R oy(x)=J(x)=1-X +X . X 4+ |
4 64 2304

5.13.2 - Modificar las ecuaciones siguientes para transformarlas en ecuaciones de Bessdl, y hallar
la solucion:

a X’y +5xy +x*y=0
Soluciéon: Hagamos 'y = z.x“

y'=ax*tz+z'x* e V' = a(o-1)x%2?z+2ax%tz + x* 2z

Reemplazando en la ecuacion obtenemos.

2 +2

a(o-1)x%z+2ax*™z2 + x**"2 2" +5ax%z +5z2'x“"'+ z.x*"*=0
Podemos simlificar x “, que aparece en todos |os sumandos:
a(o-1)z+2axz +x? 2'+50z +5z2'x +z.x*=0
A continuacion ordenaremos esta ecuacion:
x> Z'+ (2a+5)xz' + [a(a-1)+ 50 + x*]z=0
De aqui: 200+5 =1 a=-2
Y también: a(oa-1)+ 50 = -4
De donde, reemplazando, obtenemos:
x? '+ xz'+ (x*-4)z=0
Que es unaecuacion de Bessel, enz, y enlacual, nesigua a2. Lasolucion es:
z(x) = A k(x) +BYy(x)
Finalmente, como y = z.x *, lasolucién general, expresada como funcién dey, es:
y(x) =AXx*h(x) +Bx*Yy(x)

Donde A y B son dos constantes complejas arbitrarias.

b) X*y" + 6xy + x’y = 0
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Q) X2y +. 3 xy' +x2y = 0

2

5.13.3 - Resolver las ecuaciones siguientes transformandolas previamente en ecuaciones de
Bessdl:

a) X2y +xy + m(x°- a?)y =0
Hagamos el reemplazo:

t = mx
Ahora,y (x) esunafunciéndet: y(x) = y(m™t).

Lasderivadasdey respecto det son:

dy = dy dX - mty(x)
dt dx dt
2 '

y dy - dy .dX :m_z.y"(X)

dt? dx dt

Reemplazamos ahora X, y '(x) e y " ( x) en laecuacion original, con lo cua esta queda
expresada como una funcién de t:
2

M2y sy Mty +(t2-a?m?)y = g2 d?y 4 ¢ dy +(t2-v3)y =0
m? m dt? dt

Hemos obtenido asi una ecuacion de Bessel, en lacual lavariableest, y el valor de v:
vV = am

La solucion general es, por o tanto:

y(t) = A J (1) +B Y, (1)

b) x*y" +5xy + 2x’y =0
El reemplazo adecuado en este caso es. y =zx*“
Con esta sustitucion, la ecuacion diferencial resulta (Ver problema5.2 a):
x?Z'+ (2a+5)xz' + [a(a-1)+ 5a + 2x*]z =0
De aqui: 20+t5 =1 oa=-2
Reemplazando en la dltima ecuacion, tenemos:

x?Z'+xz'+2(x*-2)z=0
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Esta Gltima ecuacion es similar aladel problema5.3 a, y por tanto se resuelve de maneraidéntica
aaquella

) Xy"+my'+ny =20

Esta ecuacion aungue diferente de la ecuacion diferencial de Bessel, para ciertos valoresde my n
acepta como solucioén alafuncién de Bessel de orden cero:

y(t) = J(t)
En efecto, hagamos el reemplazo: x = t 2. Como

2 4 6
y(t)y=1-+ . U 4

4 64 2304
entonces )
y(x)=1-X + X . x> 4
64 2304
Derivando:
: _ 1 ,.x _ x?
y'(x)=- —+2 -2+
4 32 768
También ,
x.y'(x) = X - X+ .
32 384

Reemplazando en la ecuacién original podemos arribar a las siguientes conclusiones: Para que €l
término independiente sea nulo, deberian ser m =4 o bien, n = 1/4.

Para que los términos en x se anulen, deberian ser: m=1 y n = 1/4. Estos Ultimos valores anulan
también el término en x* y sucesivos. En definitiva, la ecuacion dada, en laque

m=1 'y n=_—=

tiene como solucién
y(t) = J(t) donde t=+x
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Problemas resueltos con Matlab:

o Calcular €l valor dela funcién de Bessel de primera clasey orden 2, para x = 3. Comparar
el resultado con la suma de los cuatro primeros términos de la serie:

» % Utilizaremos la funcion Matlab: BESSELJ (Nu, X):

» BESSELJ(2, 3)
ans = 0.4861

A partir delos primeros cuatro términos de la serie:

£ (3)

£ (3)

(_1)m X2m
2°™2 ml (m+ 2)!
2 2 2 4 2 6
F¥.¥ , F.3 3.3 - 04836
243 2° 21 4l 2% 31 5l

o Calcular € valor delafuncion Jos( x) paralos primeros valores enteros de x. Hallar por
aproximaciones sucesivas |0s primeros cuatro ceros, y determinar la separacion entre ellos.

» BESSELJ (0.3, 1)
ans = 0.7402
» BESSELJ (0.3, 2)
ans = 0.4257
» BESSELJ (0.3, 3)
ans = -0.0673
» BESSELJ (0.3, 4)
ans = -0.3638
» BESSELJ (0.3, 5)

ans = -0.2968
» BESSELJ (0.3, 6)
ans = 0.0058
» BESSELJ (0.3, 7)
ans = 0.2567
» BESSELJ (0.3, 8)
ans = 0.2538
» BESSELJ (0.3, 9)
ans = 0.0317

» BESSELJ (0.3, 10)
ans = -0.1946
» BESSELJ (0.3, 11)
ans = -0.2289
» BESSELJ (0.3, 12)

ans = -0.0589
» BESSELJ (0.3, 13)
ans = 0.1495

Ubicacion ceros:

» BESSELJ (0.3, 2.855)
ans = -4.2812e-004

» BESSELJ (0.3, 5.982)
ans = -7.2278e-005

» BESSELJ (0.3, 9.119)
ans = 8.9611e-005

» BESSELJ (0.3, 12.259)
ans = 6.4857e-005

Distancia entre ceros

L | 3,127
J
A
L | 3,137
J
A
L | 3,140
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o Utilizando exclusivamente Matlab, verificar, parax = /2, e cumplimiento de la formula:

Js(x) = [L] » sen x

XT

0,5
Bs () = [LJ sen T
2 n? 2

» BESSELJ (0.5, pi/2)
ans = 0.6366

Verificacion en € segundo miembro de la igualdad:

» a= (pi)™2

a = 9.8696

» b= 4/a

b = 0,4053

» J= b™0.5 % Recordar quesenn /2= 1
J = 0.6366

o Repetir e problema anterior, siendo x = 7 /3, para verificar la formula:

2 0,5
Jos(x) = [_] COS X

Xm

» BESSELJ (-0.5, pi/3)
ans = 0.3898

Verificacion:

» X = (pi)™3

x = 1.0472

» y = €0S (X)

y = 0.5000

» a = 2*3/(piN2)
a = 0.6079

» b=a™0,5

b= 0.7097

» J = b*y

J = 0.3898

o Calcular lafuncién de Bessel de segunda clasey orden cero, parax =

» BESSELY (0, pi)
ans = 0.3284
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o Construccion de tablas de funciones de Bessel. Ejemplos:

» NU = [0]

NU= 0

»X= [0 0.2 0.4 0.6 0.8 1]

X= 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000

» BESSELJ(NU, X)

ans = 1.0000 0.9900 0.9604 0.9120 0.8463 0.7652

De otra forma:

» BESSELJ (0, (0 : .2 : 1))
ans = 1.0000 0.9900 0.9604 0.9120 0.8463 0.7652

o Construimos ahora unatabla idénticapero para otros valores de v.

» BESSELJ (1, (0 : .2 : 1))
ans = 0 0.0995 0.1960 0.2867 0.3688 0.4401
»
» % Tabla de Funciones Bessel para v= 2
»
» BESSELJ (2, (0:.1:1))
ans =

Columns 1 through 7

0 0.0012 0.0050 0.0112 0.0197 0.0306 0.0437
Columns 8 through 11
0.0588 0.0758 0.0946 0.1149

o Observemos también la forma siguiente:

» BESSELJ (1, (0:.2:1)")
ans = 0

0.0995

0.1960

0.2867

0.3688

0.4401

Notese que en este caso, a la inversa de los ejemplos anteriores, los valores para v constante
aparecen en las columnas. La modificacion se debe a agregado del apostrofe entre los dos
paréntesis de cierre.

La utilidad del cambio la veremos en el gjemplo siguiente, que permite construir una tabla (O
matriz) bidimensional:

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas



Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior.

Parte 5 — Funciones de Bessel

5.56

o Construccion de la tabla de valores para la funcion de Bessel de primera clase, para:

Rango dela variable v. De0a 0,5, en pasosde0,1.
Rango de la variable x: De 0 a 1, en pasos de 0,2.

»BESSELJ(0:.1:.5,(0:.2:1))

ans =
1.0000
0.9900
0.9604
0.9120
0.8463
0.7652

o Construccion dela tabla de valores para la funcion de Bessel de primera clase, para:

0
0.8274
0.8626
0.8573
0.8248
0.7708

0
0.6815
0.7633
0.7932
0.7902
0.7615

0
0.5542
0.6666
0.7237
0.7458
0.7402

0
0.4455
0.5753
0.6524
0.6949
0.7094

Rango dela variable v. De 0 a5, en pasos de 1.

Rango de la variable x: De 0 a 2, en pasos de /3.

» BESSELJ (0 : 1 : 5, (0 : pi/3: 2*pi))

ans =
1.0000
0.7441
0.1698
-0.3042
-0.3781
-0.0979
0.2203

o Construccion de la tabla de valores para la funcion de Bessel de segunda clase, para:
Rango delavariable v. De0a 0,5, en pasosde0,1.

0
0.4550
0.5689
0.2846

-0.1348
-0.3446
-0.2124

0]
0.1250
0.3734
0.4854
0.3137

-0.0337
-0.2879

0
0.0223
0.1443
0.3335
0.4344
0.3188
0.0291

0
0.0030
0.0401
0.1514
0.3085
0.3991
0.3157

Rango de la variable x: De 0 a 1, en pasos de 0,2.

» BESSELY (0 : 1 : 5, (0 : pi/3: 2*pi))

ans =
-Inf
0.1242
0.5180
0.3284
-0.0896
-0.3339
-0.2291

-Inf
-0.7411
-0.0547

0.3589
0.3700
0.0667
-0.2391

-Inf

-1.5396
-0.5703
-0.0999

0.2663
0.3594
0.1530

-Inf
-5.1396
-1.0344
-0.4861
-0.1157

0.2078
0.3365

-Inf

-27.9080 -208.0617

-2.3930
-0.8284
-0.4321
-0.1212

0.1683

0
0.3545
0.4913
0.5816
0.6399
0.6714

0]
0.0003
0.0087
0.0521
0.1547
0.2909
0.3728

-Inf

-8.1063
-1.6235
-0.7095
-0.3930
-0.1222
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o Alternancia delos ceros de las funciones de Bessel de indice consecutivo:

» % Comprobar en forma gréfica la alternancia entre los ceros
» % de las funciones J3(x) y J2(X)

»

» % Rango de x: De 0 a 20 en pasos de 0.2:

» J2x = besselj(2,(0:0.2:20));

» J3x = besselj(3,(0:0.2:20)); 03

» X = [O :0.2: 20], 0.4}
» plot(x,J2x,x,J3x) @
0.3F

0.2

0.1

c AN
. \W Wi

-0.4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

o Propiedades de las funciones de Besssel:

» % Verificar la propiedad J-n(x)
» % Si n es par, entonces: J-n(x)
» Syms X

» J_2x = besselj(-2,x)

J_2x = besselj(2,x)

»

» % Por el contrario, si h es impar:
» J_3x = besselJ (-3,X)

J_3x = - besselj(3,x)

(-D)™n*In(x).
Jn(x). Sea por ejemplo n = 2:

o Verificar con la ayuda de su representacion grafica, la formula: d/dx (1/x*n*In(x) = - 1/x™n* In+1(X):

» Syms X
» % Sea por ejemplon = 2

» XN (-2)*besselj(2,X)

ans = 1/x"™2*besselj(2,x)

» F1 = diff (1/x"™2*besselj(2,x))

F1= - 2/x™3*besselj(2,x)+1/x™~2*(besselj(1,x) -2/x*besselj(2,X))
» F2 = 1/x"™\2*besselj(3,x)

F2 = 1/x"™2*besselj(3,x)
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» % Si representamos ambas funciones, verificamos que las mismas son iguales y opuestas:
» ezplot (F1)

» h0|d On 1/x"2*besselj(3,x)
» ezplot (F2) 0.04
» grld 0.03 D o
0.02
0.01
0
-0.01
-0.02
-0.03
A A
-0.04

o Raices de Jo(x): Con ayuda de la gréfica de la funcion, hallar por aproximaciones sucesivas
las dos primeras raicesy calcular la separacion entre ellas:

besselj(0,x)

» % Empecemos por representar la funcion

» Syms X '
» JO = besselj(0,x);
» ezplot (JO)

» % En el grafico vemos que las raices caen en o
»%x1 =24 y x2 =055 aproximadamente.
» besselj(0,(5.52 : 0.001 : 5.525))

ans = ’
-0.0000 0.0003 0.0007 0.0010 0.0013 / \

» % Una raiz cae en x = 5,52. La otra en: s
» besselj(0,(2.40 : 0.001 : 2.405)) I R o 2 n 5
ans =
0.0025 0.0020 0.0015 0.0009 0.0004 -0.0001
» % Es decir, en 2.405 aprox. La diferencia entre ambas es:
» % Distancia entre ceros:
» 5.52 -2.405
ans = 3.1150
» % Vemos nuevamente que la diferencia entre raices es una cantidad préxima a pi.

0 Resolver la ecuacion del problema 5.13.1.a

»syms y t

» Y = dsolve(t™2*D2y+t*Dy+(t2-.25)*y = 0')

Y = (C1*sin(t)+C2*cos(t))/t"™(1/2)

» % Observar que esta ecuacion coincide con la solucién del problema,
» % con la condicién de asignar a C1 y C2 los valores adecuados.
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o Solucién de ecuaciones de Bessel o transformables Bessel:

» % Resolver la ecuacion de Bessel: y " *X™\2 +y ' *x + (x™2 - n™2)*y =0
» % Ejemplo1: n =0

»

» syms y t

» Y = dsolve(t™2*D2y+t*Dy+t\2*y=0)

Y = Cl*besselj(0,t)+C2*bessely(0,t)

»

» % Ejemplo 2: n =2

» Y = dsolve(t™2*D2y+t*Dy+(t2-4)*y=0")
Y = Cl*besselj(2,t)+C2*bessely(2,t)

»

» % Ejemplo 3:n=5

» Y = dsolve(t"™\2*D2y+t*Dy+(t2-25)*y=0")
Y = Cl*besselj(5,t)+C2*bessely(5,1)

» % etc.

» syms y t

»

» % Resolver la ecuacion y " *x™2 + 6*y ' *x + x™N2*y =0

»

» Y = dsolve(t™2*D2y+6*t*Dy+t ™ 2*y=0)

Y = (C1*cos(t)*t"2-3* C1* cos(t)-3* C1* sin(t)* t+C2* sin(t)* t"2-3* C2* sin(t) +3* C2* cos(t)* t)/t"5
»

»

» % Resolver la ecuacidbny "*x +y '+ x"N2*y/4 =0

» Y = dsolve(t*D2y + Dy + t"™2*y/4 = 0')

Y = Cl*bessely(0,1/3*t~(3/2))+C2*besselj(0,1/3*t™~(3/2))

»

»

» % Resolver la ecuacion y " *x™2 + 3/2*y ' *x + x™N2*y =0
» Y = dsolve(t™2*D2y+3/2*t*Dy+t2*y=0)

Y = (Cl*besselj(1/4,t)+C2*bessely(1/4,t))/t7™~(1/4)

»

»

» % Resolver la ecuacion: y " * x™2 + 6*y ' *x + x™N\2*y =0
» Y = dsolve(t™2*D2y+5*t*Dy+2*t2*y=0)

Y = (Cl*besselj(2,27~(1/2)*t)+C2*bessely(2,27™(1/2)*t))/t™2

»
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o Verificacién de la solucién( Grafico):

» syms y t
»Y = dSO|Ve('t’\2*D2y+t*Dy+t/\2*y:0-)

Y = C1*besselj(0,t)+C2*bessely(0,t)
»

» % HagamosC1l =1y C2 =1:

» y = besselj(0,t)+bessely(0,t)

y = besselj(0,t)+bessely(0,t)

»

» d1 = diff(y,t)

d1 = -besselj(1,t)-bessely(1,t)

» d2 = diff(d1,t)

d2 = -besselj(0,t)+1/t*besselj(1,t)-bessely(0,t)+1/t*bessely(1,t)

»

» F = tNN2*d2+t*d 1+t 2%y

F = t"™2*(-besselj(0,t)+1/t*besselj(1,t)-bessely(0,t)+1/t*bessely(1,1))+
+ t*(-besselj(1,t)-bessely(1,t))+t>2*(besselj(0,t)+bessely(0,t))

» ezplot(F)
»axis([0 6 —.1.1])

0.1
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