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Seccién 11. Seflalesy Sistemas.

A modo de Presentacion

Las ultimas décadas del siglo pasado han sido testigo de la digitalizacion de los equipos
y sistemas electronicos, favorecida por un conjunto de avances tecnolégicos como la
Informatica, y la Microelectrénica y los desarrollos relacionados con ellas. Esto ha traido
como consecuencia la necesidad de introducir una profunda transformacion de la
ensefianza de la Electronica, que ha dejado de ser una disciplina dedicada al estudio de
fendmenos fundamentalmente analégicos.

En efecto, la necesidad de conocer los procesos de digitalizacion y transformacion de
equipos, redes y sistemas, su disefio, desarrollo y funcionamiento, han obligado a
analizar los programas de practicamente la totalidad de las asignaturas de la Carrera,
reformularlos en funcion de la realidad tecnolégica actual, y en muchos casos, incorporar
nuevas materias en la especialidad. Tarea ésta que creemos inoportuno dar por
finalizada. En efecto, nuevos avances nos siguen asombrando a diario, produciendo una
evolucion, o quizas sea mejor decir una revolucion que esta lejos de ser completada.

En este ambito de transformacion profunda y continuada, los responsables de la
ensefianza de la Ingenieria Electrénica no podemos menos que preguntarnos qué de lo
gue estamos ensefiando sigue teniendo vigencia, y hasta cuando, y qué nuevos temas
debemos incorporar cada vez.

Tal es el caso de quienes estamos dedicados a ensefiar los fundamentos matematicos
de los procesos fisicos relacionados con la Electronica y las Telecomunicaciones. Asi, a
comienzos de los 90 nos vimos obligados a introducir en los programas de las materias
afines los conceptos de las funciones de variable discreta y de los sistemas digitales que
las producen y manejan.

En tal contexto, el ya exigente programa del tercer curso de Analisis Matematico
incorpor6 dichos conceptos, pasando desde entonces a denominarse Andlisis de
Sefales y Sistemas.

Prudentemente, no se tocaron los contenidos de los programas anteriores, hasta tanto
no se compruebe que alguno de ellos pueda ser considerado prescindible. La
consecuencia de lo dicho es que los profesores de la asignatura nos vemos constrefidos
a reducir la profundidad con que anteriormente se veian algunos temas que hoy
aparentan no tener la misma importancia que antafo.

El trabajo que exponemos ahora ha sido concebido como la dltima parte de un
voluminoso texto en preparaciéon, que pretende abarcar todos los temas del Andlisis I
tradicional, con la incorporacion de los items referidos a las sefiales y sistemas de
variable discreta.




Esta ultima parte describe, como su titulo lo indica, las Ecuaciones Diferenciales de
Orden Superior, expuestas de manera accesible a un estudiante de Ingenieria, e
incorpora numerosos problemas, algunos de ellos resueltos y otros no, estos ultimos al
efecto de servir de ayuda a los educadores al momento de preparar temas para
interrogatorios, clases practicas y examenes.

Se han incorporado asimismo problemas tipo resueltos por aplicacion del programa
informatico Matlab, formidable herramienta con la que contamos hoy educandos y
profesionales.

Una razon adicional para presentar aqui estos temas y los que iremos publicando
proximamente es que, por tratarse de los ultimos puntos del ambicioso Programa del
curso de Analisis de Sefales y Sistemas, no siempre se cuenta con el tiempo necesario
para estudiarlos en profundidad. Sin embargo, dado que ciertos contenidos como las
funciones de Bessel, los Polinomios de Legendre, o las funciones de Chebyshev son
importantes para el estudio de los filtros eléctricos, las guias de onda y otros
componentes de los sistemas electronicos y de telecomunicaciones, pueden incluso ser
Utiles a profesores de las materias que incluyen los contenidos mencionados.

El autor.
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1. Integrales Eulerianas.

1.1- Integral Euleriana de Segunda Especie. La Funcion Gamma:

Se conoce como Integral de Euler de Segunda Especie!?, o Funciéon Gamma, ala siguiente:

o0

r(ny=]t"tet at (1.1)
0

donde n es un nimero arbitrario, y t la variable de integracion.

La funcion T" permite extender el concepto de producto factorial, o simplemente factorial, a
nimeros que trascienden del conjunto de los naturales, proporcionando a mismo tiempo las
herramientas para efectuar su célculo.

Como punto de partida calcularemos la funcién Gamma del nimero 1:

o0

r(1y=) etd=-e'| =-e*+1=1 (1.2)
0 0

Es posible establecer, como veremos a continuacion, una formula de recurrencia que permite
cacular lafuncion T (n+ 1) apartir del conocimiento de T" ( n). En efecto, reemplazando €l
nimeron por n+ 1 enla(1.1), podemos escribir:

o]

F(n+l) = | t" et dt
0

Estaintegral seresuelve por el método de integracion por partes, es decir, aplicando laformula:

Judv:u.v-Jvdu

A dicho fin, llamemos;

u=t" S du=nt™dt
y dv = e'dt .. v=-g'
Entonces
o0 o0 o0
F(n+1):J t"eldt=-t"et| + nj et dt =0+ nI(n)
0 0 0

Si aplicamos este resultado en forma reiterada a partir de (1.2), estaremos en condiciones de
calcular el valor deI" (n) paracualquier nimero natural n:

@ Lalntegral de Euler de Primera Especie, también |lamada Funcién Beta, se vera en e apartado 1.7.
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En efecto:
r(2)=1.1(1) =1

r(3)=2.7(2)=2.1 =2
r(4)=3.7(3)=3.2.1= 6=3

r(n)=(n-1).1r(n-1)=(n-1)....3.2.1=(n=-1)!
r(n+1l)=n.'(n)=n.(n-1)....3.2.1=n

1.2 - Extension del concepto de Funcion Factorial alos nimerosreales no naturales:

La funcion Gamma, como €l factorial de un ndmero, son en Ultima instancia € producto de
sucesiones de numeros. Sin embargo, solamente son comparables entre si cuando se trata del
factoria de un nimero entero positivo. Véase a respecto el apartado 1.17, a final del Capitulo.

Ejemplo: Si por algun procedimiento adecuado podemos llegar a determinar lafuncion T (11,5),
también podremos calcular en forma directa, las sucesivas funciones gamma cuyo argumento
difiere del de la anterior en una unidad:

r(25)=15.T(15)
r(35)=25.T(25)= 25.15.T(15)
etc., y también:
r(o5)=-05.1(-05)
Veremos, atitulo de gjemplo, el calculo delafuncion T (0,5). Aplicando la definicion:

o0

r(o5)= ]t % et dt

0
Introduzcamos el cambio de variables:
t = x?2 dt = 2x dx
o0 o0
r(o5) = [ xte®2xd« = 2] e dx
0 0

A continuacion, elevemos ambos miembros de estaigualdad al cuadrado. Obtendremos

r%05)= 4 {I e dx} [I e dx}
0 0
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Como €l resultado de laintegral definida es independiente de la variable de integracion utilizada,
podemos cambiar el nombre de la misma en la segunda integral, con o que obtenemos:

r?(05)= 4 [ e ax . [ e dy =
0 0
X y
r?(05)= 4 [Iim [ e ax . lim | e dy]
X—>ow 0 y—>o 0
Esto permite agrupar ambas integrales, asi:
Xy
r2(05)= 4 lim | [ e ®*¥) gx dy (13)

X—>o 00
y—>»

Trataremos ahora de trasladar estaintegral doble a un sistema de coordenadas polares. En lafigura
siguiente, consideremos un punto de coordenadas cartesianas x e y. LIamemos p a la distancia del
punto al origen de coordenadas. Evidentemente, |as coordenadas polares de dicho punto sonp y 6.

YV A
p
A
VA . y
i AX
0 i \A
! p
! X
0 x 5 >

Notemos que laintegral doble o integral de superficie (1.3) esta circunscripta alaregion del plano
delimitada por las rectas

0<x<ow y O0<y<ow

es decir, al primer cuadrante. Por |o tanto, en coordenadas polares, los limites de integracién son,
respectivamente,

Para p, 0 e »

y para 0, 0Oy w2
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En el gréfico anterior se advierte que si introducimos un incremento Ap del radio p, €l producto de
los incrementos correspondientes AX y Ay , sobrelosegesx ey respectivamente, esigual a area
A del rectangulo rayado. En efecto:

A = Ax . Ay

En € limite, s consideramos un incremento diferencial dp, el area elemental del rectéangulo
correspondiente es precisamente €l producto de las diferencialesen x ey:

dA = dx.dy

Pasaremos ahora a expresar laintegral doble en coordenadas polares. Y avimos como se modifican
los limites de integracion. Por su parte, las variable "x" e "y" pasarén a ser, respectivamente:

X = pCcosO
e y = psend

Y por tanto,
x> +y* = p°(cos’ 0 + sen’0) = p°

El incremento Ap en el radio p implica que e rectangulo elemental se ha transformado en un
trapecio curvilineo limitado por las prolongaciones de los radios y por dos arcos elementales, cuya
longitud AA promedio esigual a radio por lalongitud del arco, es decir:

AL = p AB

como puede verse en lafigura siguiente:

YV A
JpAQ:::
:-'Ap
0 > X
p

El areadel trapecio elemental es ahora
dA = p.do.dp (1.4)

Reemplazando en la (1.3) los valores obtenidos hasta aqui, obtenemos la funcién I' expresada en
coordenadas polares:
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o T2 0 /2
r205)=4 )] | e®pdodp =4 Je P pdp | do (15)
0O O 0 0
Si llamamos
u=-_1 e*’
2

ladiferencial correspondiente es:
du= pe® dp

Al introducir este resultado en la ecuacion (1.5), la misma se puede calcular en forma directa
procediendo asi:

o /2 o0 /2
r205)=4 ) du do =—4] d [_1 e—PZJ [ e
0 0 0 2 0
Efectuando operaciones:
) /2
r2(05)=-2e | .0 = 212 ==
0 0

Esdecir: L
r(05) = Vnx

A partir de tal conclusién, podemos definir los valores de la funcion gamma para todos los
numeros fraccionarios que difieren de 0,5 en un nimero entero cualquiera. Por ejemplo:

r(15)=05.T(05) = 0,5.Vn

r(25)=15.T(15)= 15.05.Vn =075 Vrn (1.6)
Etc.

En caso de la funcion gamma de nimeros fraccionarios negativos, es posible calcular su valor a
partir de laexpresion

r(n) = r(n+1)
n
Ejemplos:
r(-os)y= L(05) _ _, g
- 05
r(-15) = L0585 __» (- 2,y
_15 3
Etc.

Existen tablas calculadas para otros valoresentre 0y 1. A partir de las mismas se puede obtener
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el valor de T para cuaquier vaor fraccionario que difiera de aquellos en una unidad o un nimero
entero de unidades, como hemos hecho hasta aqui. Lo que equivale a decir que es posible calcular
I' para cualquier nimero real, con excepcion de cero y de los nimeros enteros negativos, para los
cuales no existe la funcion gamma, como se vera en la seccion 1.4.

1.3- Integral de Gauss:

De acuerdo con ladefiniciondeI" (n) , es:

o0

r [i] - tvet

2 0
Si hacemos ahora el cambio de variable:
t = u? dt = 2udu

y reemplazamos en laintegral anterior, tendremos.

o0 o0
r [i] _ Jute® 2u.du=2] €du =V
2 0 0
De aqui deducimos €l valor de la siguiente integral, que se conoce como Integral de Gauss:
f ' du = \/_n
0 2

Esta funcion, cuya representacion se ve agqui abajo, es de aplicacion en lateoria de probabilidades:

12 ¢

1
0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

0

-2 -16-12-08-04 0 04 08 12 16 2
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1.4 - Funcion T de ceroy delos nimer os enter os negativos:
Aplicando aqui también laformula
r(n+1)
n

r(n)=

para e célculo de la funcién T" ( 0 ), encontramos que la misma no existe, pues implica una
division por cero. Igualmente, por reiteracién, podemos verificar que tampoco existe la funcién
Gamma de cualquier nUmero entero negativo.

r(2)

r(1) = =1=0
1
r(o)y= L) _ 4
0
Reiterando:
r(-1) = r(0) = -
-1
r(-2)= X1 - 4,
-2
etc.

En general, si n es un nimero entero positivo, entonces
'(-n) =+

Ya hemos visto que, por e contrario, la funcion Gamma si existe para nimeros negativos
fraccionarios.

Podemos extraer como conclusion gue la funcion gamma es continua para todo n excepto en los
puntos (Polos de la funcién):

n=20 -1, -2, -3, elc
Lo que se puede demostrar también en forma rigurosa. Véase a respecto €l apartado siguiente.

1.5 - Generalizacion dela Funcion T

En primer lugar, veamos cOmo es posible calcular una tabla de la funcion Gamma utilizando para
ello &l programa Matlab.

La tabla siguiente muestra la Tabla para los nimeros reales positivos comprendidos entre 0 y 1,
tomados cada dos centésimas. Pero el método es extensible a cualquier otro caso.
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» % Construccion de una tabla de la funcion Gamma, entre Oy 1:

»x=[0:.02:1];
y = [X; gamma (x) ]
y:

Columns 1 through 7
0 0.0200 0.0400 0.0600 0.0800 0.1000 0.1200
Inf 49.4422 24.4610 16.1457 11.9966 9.5135 7.8633

Columns 8 through 14
0.1400 0.1600 0.1800 0.2000 0.2200 0.2400 0.2600
6.6887 5.8113 5.1318 4.5908 4.1505 3.7855 3.4785

Columns 15 through 21
0.2800 0.3000 0.3200 0.3400 0.3600 0.3800 0.4000
3.2169 29916 2.7958 2.6242 2.4727 2.3383 2.2182

Columns 22 through 28
0.4200 0.4400 0.4600 0.4800 0.5000 0.5200 0.5400
2.1104 2.0132 1.9252 1.8453 1.7725 1.7058 1.6448

Columns 29 through 35
0.5600 0.5800 0.6000 0.6200 0.6400 0.6600 0.6800
15886 1.5369 1.4892 1.4450 1.4041 1.3662 1.3309

Columns 36 through 42
0.7000 0.7200 0.7400 0.7600 0.7800 0.8000 0.8200
12981 1.2675 1.2390 1.2123 1.1875 1.1642 1.1425

Columns 43 through 49
0.8400 0.8600 0.8800 0.9000 0.9200 0.9400 0.9600
11222 1.1031 1.0853 1.0686 1.0530 1.0384 1.0247

Columns 50 through 51
0.9800 1.0000
1.0119 1.0000

A continuacion desarrollaremos también una formula que permite calcular I' ( o ), siendo o un
numero cualquiera. Para ello partiremos de laigualdad:

'(a+tn+1l)=(atn) =(n+a)
=1.2.3.4...n.(n+1).(n+2) ...(n +a)
=n .(n+l).(n+2).(n+3) ...(n +a)

El limite, paran tendiendo ainfinito, de esta expresion es:

(04
—A
Im T(a+n+1l)=n.n.n.n...n=n.n" a.7)
n— oo
Por otra parte: al(a)=T(a+1)

despejando,
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[(o)= L(a*1) _ T(a+2) _ [ (o+3) _
o a(at+tl) a(at+tl)(a+2)
F((X.): F((x+n+1)

a(a+l)(a+2) ... (a+n)

En primer lugar, esta expresion confirma lo dicho en el apartado anterior: El producto factorial de
cero o de un nimero entero negativo, @ = 0, @ = -1, @ = -2, o = - 3, €etc, no existe.

En segundo lugar, si en la misma expresion despejamos
N'atn+l) = a(atl)(a+2) ... (a+tn).T'(a) (1.8
y tomamos limites en ambos miembros, |legamos a laigualdad

lim T'(a+n+1)=T(a).Ilim a(atl)(a+2)...(at+n)
n— oo n— oo

Y s recurrimos a resultado obtenido en (1.7), luego de despgjar I' ( o ) en la Ultima ecuacion
obtenemos:

I'(a)= lim nt n” (19)
nso oa(atl)(a+2)...(a+n)

Esta igualdad nos permite extender e concepto de funcidon gamma a cualquier nimero real. Como
la formula es asintética, es también posible obtener e factoria de cualquier nUmero con la
aproximacion deseada, con tal que tomemos n suficientemente grande.

Verificaremos a continuacion, con un gjemplo, el cumplimiento de las ecuaciones (1.8) y (1.9).
Veamos en primer lugar que se cumplela (1.8):
Ejemplo: Sea o = 5
Seguin la (1.8) deberéa ser:
r(5+n+1) =1r(6+n)=1(5).5.6.7.8. ... .(5+n)
Supongamos que n = 7. Entonces vemos que, efectivamente:
r(5+7+1)=r(13) =1(5).5.6.7.8.9.10.11.12 = 12!

V eamos ahora qué ocurre con respecto ala(1.9).

5
r(s) = lim nin

nso 5.6.7.8.....(5+n)

En primer lugar, sabemos que
r(s5)=4 =24
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Veremos de verificar este resultado. Sea por caso n = 10. Reemplazando:

S 6 S
r(s) = 10! . 10 _ 363.10°.10 - 6,66
5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15 5,45 . 10™
Comprobamos que para un numero tan pequefio como n = 10, €l error esintolerable.
Veamos qué valor se obtiene para, por g emplo, n = 1000.
S 582
r(s) = 1000! . 1000 _ 4,024 . 10° - 2364
5.6.7.8.9.10.11.12 ... 1005 1,702 . 108

Se observa en efecto una mucho mejor aproximacion

1.6 - Funciones Factoriales;

Se define como funcién factorial de x, de grado my diferenciak a producto:
X.(x-k).(x-2k).(x-3K) ... (x-m+k)

donde m es un multiplo entero de k: m = N k, con N entero. Veremos mas adelante que es posible
obviar esta condicién, siempre que quede definido cual es el ultimo término del producto.

Lafuncion factorial se suele representar de laforma siguiente:

[X] 0 = x.(x-k).(x-2k).(x-3k) ... (x-m+Kk)
= X.(x-K).(x-2k).(x-3k) ... [X-(N-1)K]
Ejemplos:
[8]° = 8(8-1).(8-2)...(8-5+1) =8.7.6.5.4
[16] 5 = 16(16-2).(16-4)... (16-8+2) = 16.14.12.10
[16] 5 = 16(16-3).(16-9+3) = 16.13.10
[16] & = 16(16-10 +5) = 16.11
[16] & = 16(16-5).(16-15+5) = 16.11.6
[17] 5 = 17(17-2).(17-4)... (17-8+2) = 17.15.13.11
[17] 5 = 17(17-3).(17-9+3) = 17.14.11
etc.

A continuacién vamos a calcular la diferencia, que llamaremos
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A[X]T
entre lafuncién factorial dex y la de x + 1, ambos del mismo grado m, y diferencia k = 1.

Aplicando ladefinicion de funcion factorial:
[ X]T = X.(x-1).(x-2).(x-3) ... (x-m+1)

y [Xx+1]1 = (x+1).x.(x-1).(x-2).(x-3) ... (x-m+2)
Por lo tanto,

A[X]T =[x+1]17 - [x]] =

X.(x-1)..(x-2).(x-3) ... (x-m+2).[(x+1)-(x-m+1)]

X.(X-1)..(x-2).(x-3) ... (x-m+2). m=m.[x]]*
Es decir:

ALX]™ = m.[x]0? (1.10)

Ejemplo:
[713-[6]13=7.6.5-6.5.4=3.6.5=3[6], =3(6.5) =90

Vemos que se cumple laigualdad.

Volviendo ala (1.10), si en la misma dividimos ambos miembros por el factorial ordinario de m,
obtenemos:

A[X]T= m.[x]7* _ [x]7*
m! m! (m-1)!

Pero como )
A[X]T = [x+1]1 = [x]1T = m.[x]1

reemplazando arriba vemos finalmente que:

x+07 X)L Ix]D

m! m! (m-1)!
Estas formulas se utilizan ampliamente en la teoria de la interpolacion.

Volviendo a la definicién de las funciones factoriales, cuando no se indica € vaor de m
entendemos que el ultimo factor del producto es e Ultimo nimero positivo ( o de parte red
positiva) de la serie.

También, si X es un numero entero n 'y ademés, m esigual a ny la diferencia entre dos términos
consecutivos es k = 1, nos encontramos frente a los factoriales ordinarios
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[12]7% =12.11.10.9.8...3.2.1 = 12!

En tal caso, es decir, cuando m = X, es preferible utilizar la notacidn, méas simple:

[12]1 (1.11)
Con esta notacion podemos también decir que:
[12] 1= 12!

Cuando ladiferencia esigual a dos, encontramos dos situaciones diferentes:

o Sinesimpar, €l factorial de segundo orden resulta:

[7]. =7.5.3.1
gue se sueleindicar asi:
[7]2 = 71

Nétese que en este caso, m no es un multiplo entero de k. Pero el Ultimo término es por definicidn
el nimero 1, como en €l caso de los factoriales ordinarios. Tal definicidn es necesaria, porque de
lo contrario, el término final seria

(Xx-m+k)=7-7+2 =2,

gue no respeta la regla de la diferencia entre dos términos consecutivos. k = 2

o Por € contrario, si n es par, entonces terminamos en el nimero 2:

[10], = 10.8.6.4.2 = 101!

Es obvio que esta definicion es necesaria, porque en caso contrario todos los factoriales de
segundo orden de un nimero par serian nulos, a estar multiplicados por cero. Aqui si se aplica el
concepto de definir e dltimo término con laférmula:

(x-m+k)
En efecto:
10-10+2=2

Utilizando la misma notacién definida en (1.11), podriamos escribir:

[26]5 = 26.21.16.11.6.1
[3+3i]1+i = (3+3i).(2+2i).(1+1i)
[26]4=26.22.18.14.10.6.2

[27]3=27.24.21.18.15.12.9.6.3
etc.
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Obsérvese que ni en €l primero ni en € tercero de estos cuatro casos, € ultimo término puede ser
definido por laférmula

(x-m+k)

Ello se debe a que, en los mismos, m no es multiplo entero de k, como se ve por simple
inspecciéon. En ambos casos, tomaremos como término final del producto, el dltimo cuyo valor
sigue siendo todavia positivo.

Se definen también otros factoriales, que estudiaremos a continuacion, en los cuales n es un
numero entero. Los mismos son particularmente interesantes en operaciones de calculo numeérico:

(2n)!' =[2n]1=1.2.3...n.(n+1).(n+2)...2n

y
(2n)!! =[2n].= 2.4.6.8...2n

Asi como varios otros que se derivan de €ellos, y que veremos enseguida. Pero antes vamos a
estudiar algunas relaciones entre aquellos:

Podemos reordenar |a primera de |as dos ecuaciones anteriores, de la siguiente forma:
(2n)!'=1.3.5...n.2.4.6.8...2n

de donde deducimos que
(2n)! =nll. (2n) N

Otrarelacion interesante es la siguiente:

(2n)'=2.4.6.8...2n= (2.1).(2.2).(2.3).(2.4)...(2.n)
de donde, reordenando:
(2n)!' =(2.2.2...2) .(1.2.3.4...n) = 2".n! (1.12)

De modo similar:

(2n)!' =2n.(2n-1).(2n-2).(2n-3)(2n-4) ... 5.4.3.2.1
Se puede reordenar asi:
(2n)!' =2n.(2n-2).(2n-4) ...4.2.(2n-1).(2n-3)...5.3.1

De donde resultalaigualdad:
(2n)!'=(2n )1 . (2n-21) !
Si llamamos
n=_9_
2

entonces
g=2n
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Como se havisto, (1.12), es.
(2n)!t = 2" . n!
Cambiando el nombre de la variable, podemos también escribir larelacién asi:

(2g)!' = 29.q!
Reemplazando agui €l valor de g, deducimos finalmente que

(n)! = 2%.[_”J!
2

De donde resulta la siguiente expresion que permite calcular un cierto "producto factorial" de
numeros fraccionarios (Ver el apartado 1.17):

[ n ] | n!l
— | —
2 2
Se definen también estas otras dos factoriales, en las cuales n debe ser, como veremos més
adelante, un nimero par:
TR s R B
2 2 2 2 2
=[n+1] [n-l] [n-sj 3 1 1/7T
2 2 2 2 2
Ver al respecto la ecuacion (1.6). Tambieén:
[n-l]! _ [n-l]' [n-l_l} [n-l _2]' [n-l_s}n _
2 2 2 2 2
z[n-lj [n-B] [n-S] 3 1 \/;
2 2 2 2 2
Observando ambas ecuaciones, podemos ver que se verificalaigualdad:
[n+1], _ [n+1] [n-l],
2 2 2
Si n esimpar, estas dos funciones factoriales se reducen a los factoriales ordinarios de un nimero
entero. En efecto, si n es un nimero impar, entonces

nt+1
2

. esunndmero entero.
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Ejemplos:

[8-1],2 7 05 3 1 -
2 2 2 2 2

Por el contrario, Si n esimpar, resulta como vemos:

() -

Veamos, paraterminar, las funciones gamma siguientes, en las que k es un nimero entero:
r [k +i] - T [2k+1] :[2k+1_1]! =[2k'1]!
2 2 2 2
Como 2 k es siempre un nUmero par, este caso se reduce a anterior, con 2k = n, par. Es decir:

r[k+i]= 2k-1 2k-3 3 1 s

2 2 2 2 2
De forma absolutamente similar, se obtiene, obviamente:
r [k-i]: 2k-3 2k-5 3 1 4.
2 2 2 2 2

1.7 - Funcion B (Beta) o Euleriana de primer a especie:

Se define asi lafuncion:
1

B(a,B) = J t®t(L1-t)FLat
0

Lafuncion B satisface la propiedad conmutativa: Si o y B son positivos ambos, se verifica que:
B(a,B) = B(B, a)
Ccomo vamos a probar a continuacion. En efecto, aplicando la definicion, resulta

1
B(B,o) = | tPt(1-t)*Lat (113)
0

Si hacemos el cambio de variables:
u=1-t
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t=1-u vy dt = - du
Asimismo, loslimites de laintegral se transforman como sigue:
S t =0, entonces u = 1
Y s t=1, entonces u = 0
reemplazando en (1.13) resulta

0 1

B(Bo)= ) (1-w)PLu®t(-du)y= [ u*t(@-u)P'du=B(op)
1 0

con |lo que queda demostrado.

1.8 - Relacién entrelasfuncionesBy T
En esta Seccion vamos aver que lasfunciones I' y B de Euler estan estrechamente rel acionadas
entre si. Para ello, comenzaremos llamando
t = sen?o
Por aplicacién de larelacion pitag6rica, obtenemos

1-t=cos?¢p
y deaqui:
dt = -2cose dcose = 2sen@ cos¢ do

En este caso, los limites de laintegral que define lafuncion B son, respectivamente:
Para t=0,

seng = 0 y por tanto ¢ =0
y para t =1,

sene=1  yportanto o =
2

Al reemplazar dichos valores en la expresion de la funcion B, la misma queda modificada como
sigue:

/2
B(oB)=2] (sen?¢)® ! (cos?)P seng coso dp
0
/2
B(aB)=2] sn®o. cos¥ g .do (1.14)

0
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Por otra parte, recurriendo a la definicién (1.1) de lafuncién I', podemos decir que € producto de
lasfuncionesT" dea y 3 esigua a

o0 o0

T(a).T(B) = | toL. et dt.] uPbt &Y du (1.15)
0 0

Seguidamente hagamos el cambio de variables:
t = X
dt = 2 x dx

y u=y
du =2y dy

Reemplazamos estos valores en las dos integrales del segundo miembro dela (1.15), con lo cua

o0

o0
I'(a).T(B) 4] x2?2 g%y ax .| y#2. eV yay
0 0

o0

e 0]
4] x=t e x| y 21 &V gy
0 0

o0 0

4] | xmtym1g0®a?) gyogy (1.16)
00

Pasemos ahora a coordenadas polares. Segun se ha visto en la Seccién 1.2 las relaciones entre las

coordenadas cartesianas y las polares se pueden establecer asi:

z=x+iy=pé®?
y A

X = p COS@®
y=psene
X2 + y2 — p2

También de acuerdo con la ecuacion (1.4):
dx dy = p do dp

Por otra parte, laintegral de superficie (1.16)
esta circunscripta al primer cuadrante, donde 0

0< X £ +w
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En coordenadas polares, los limites de la superficie correspondiente a primer cuadrante estan
definidos (Ver lafigura) por:

0L p £+
T

Y, 0 o £ + —/—
2

En consecuencia, para que la integral de superficie abarque efectivamente la totalidad del primer
cuadrante, los limites de integracion en dichas cooordenadas deberan ser:

Para p: 0 e
y para o: 0O y mn/l2

Esto equivale a integrar sobre el segmento de curva C, con la salvedad de considerar los limites
indicados. Es decir:

i .- . . 2
F'(a).T(P) =4” p@tcos®te . pPTsen®lp e . pdp dp
C

o0 /2
=2 J pz(‘”ﬁ)'l.e_pz.dp.ZI cos®te .sen® e .do
0 0
0]
_B(wB).2] pedt g’ g, (26.17)
0
Llamemos ahora
t = p? o dp = dt2 = L peg
2
También
pt=tY2 - 2ptdp=t¥¥2 dt=ttdt

Reemplazando estos valores en la (1.17), resulta

o0

T'(a).T(B) = B(a,B). ) t“PLetdt —B(op). (a+P)
0
De donde deducimos que

B(a,p)= 1 (*)-T(P) (26.18)
T(a+p)
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1.9 - Férmula del complemento:

Detengamonos en el andlisis del producto:
F'(p).T'(1-p)

donde p <1, y Re(p) >0

En este apartado comprobaremos que

I(p).T(1-p) = ™
sen pmn
Esta ecuacion se conoce como Formula del Complemento.

Recurriendo al teorema anterior (1.18), haciendo:

oa=p y p=1-p
y por tanto
a+ P =1,
podemosdespejar I'(p).T" (1-p), conloque obtenemos:
1
F(p).T(1-p)=T(1).B(pl-p)=B(plp)=/tPt(1-t)"dt
0

Recordemosque I (1) = 1. Hagamos acontinuacion el cambio de variable:
t
1-1t
De aqui podemos extraer las conclusiones siguientes:
T-1tt =1t T=t+1tt =(1+17)t
Ahora, despgjemos t:

t= "

1+1
Por lo tanto, ladiferencial de t es:

dt:(1+r)-r dr = dr
(1+7) (1+7)

También,

1++ 1+
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Reemplazando estos valores y teniendo en cuenta que cuando t = 1, t tiende a infinito, se verifica
laigualdad siguiente:

F(p).T(1-p)=][_T wl[ 1 J-p e
1+t (1+1)?

e \p_l p
=] |z (1+1) . 1 4.
o~1+t~ (1+1)?

Efectuemos ahora los productos indicados en el numerador y denominador, y resultara:

o0 0

Tp-l (1+T)p d’c:J‘Tp-l(l*—T)p de
0 (L+1)Pt (1+1)?2 0 (1+1)P*

F(p).T(1-p) =]

Finalmente, simplificando en |a ecuacién anterior, obtenemos:

0
p-1

F(p).T(l-p)=] " dz (1.19)
0 (1+1)
Esta integral se puede resolver por el método de los residuos. Para ello, comenzamos por
considerar laintegral de
p-1

f(z) =—%2 ____ dz
(1+2)

alolargo del contorno I que se muestra en lafigura siguiente:
A
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En la misma, los dos tramos horizontales AB y DE, aungue los dibujemos separados por razones
de claridad, estdn ambos infinitamente proximos al gje x.

Ahora debemos calcular el ressduo def (z) ene punto
Z = -1
interior a contorno I'. En primer lugar, expresaremos lavariable z en coordenadas polares.
z7=pel
Lo mismo _ _
z,=1.e"=e"
Por su parte, €l residuodef (z) en z, es:
res, = lim z°' = e"®™
Z-7Z,
Entonces, aplicando el teorema de Cauchy-Goursat, obtenemos:

-1
[ 27 4z = 2qi.e™®D
r 1+ 1z

A continuacion segmentaremos esta integral en tantos tramos como |os que conforman el contorno
I', partiendo desde el punto A. También, identificaremos con las letrasr y R los radios de las dos
circunferencias, interior y exterior respectivamente, que forman parte de dicho contorno I". Sera

R 21 r 0
p-1 p-1 mi y\ p-1 p-1 )
I X dX+J'Z_dz+_|‘_(Xez ) dx+I z dz = 2ni €D

rl1+X 01+z R1+xe” on 1+2

Nétese que en |a tercera de estas integrales se ha puesto x e”™ en lugar de x. Esto es porque la
coordenada del punto D esta desplazada de un angulo de 360° respecto de la correspondiente a
punto B. Lo mismo ocurre con los puntos A y E. (Recordemos también que la variable en la
ecuacion anterior es z. Si podemos escribir en algin caso X, ello se da Unicamente en los dos

tramos horizontales, en los que la componente imaginaria, y, esigua acero).

La ecuacién genérica de los puntos z pertenecientes a la circunferencia exterior, expresados en
coordenadas polares, €s:

z=R.¢€° . dz =Rié’de
Igualmente, 10s puntos pertenecientes ala circunferenciainterior, responden ala ecuacion
z=r.é° sodz=rid%de

Reemplazando ambos valores resulta:
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R 21 r
[ X7 gx+ ] (Re“PTIRE 4o [ (XM 4y
r1+X 0 1+re'? R 1+ xe!
0
G e ire® g o pgidren
on 1+re'®

Analizaremos ahora qué ocurre cuando se dan, simultaneamente, las dos condi ciones siguientes
r- 0

y R —> w

Entonces, como hemos establecido que
0 <p<1

la segunda integral es nula porque el integrando respectivo tiende a cero. En efecto, podemos

hacer:

i0yp-1 : i0 _ - i0
im (ReVTIRE —yim (Re®y?.iim _1RE  -op.i=0
Row  1+Re" R—> o R>o 1+ Re"

La cuartaintegral es nulaasu vez, porgue lo es el integrando cuando r tiende a cero. Por |o tanto,
gueda finalmente:

0 0
p-1 m \ p-1 .
[ X7 ax + [ XEND™ 4y = 2ni . &0
0 1+X w 1+xeZ!
O también:
0 0
p-1 . p-1 .
X dax + e@hen [ X dx = 2zi. "¢
0 1+X w 1+ xe?
Pero como _
" = cos2n + i sen2m =1

Reemplazando este valor en €l integrando de la segundaintegral, tenemos:

0 0
p-1 . p-1 .
I X dx + meD I X dx = 2xi . e ¢
0 1+x o 1+X
o0 o0
-1 . -1 .
[ X" gx - e@ien [ X7 gy = 2qi . dreD

0 1+Xx 0 1+x
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0
(1- 0Dy | X" 4x = 2ni . &reD
0 1+x
Despejando ahora laintegral, encontramos que su valor es.
o0
p-1 iT(p—1) itp o —im
] X7 dx = 27 . € = 2ni.__© ©
0 1+X (1_ eZ’lIi (p—l) ) 1_ eZTCip e—ZTEi
También es:
e’ = cos(-2m) + i sen(-2m) = 1
y e™ = cos(-m) + isen(-n) =-1
Reemplazando, observamos:
e e}
p-1 _ Amp
[ X7 dx = 2xi —®
0 1+x 1- e™P
y multiplicando numerador y denominador por - €™'? tenemos:
(e 0]
J x 1 dx = -2mi _ T _ T
0 1+x griP. griP - er? senp
2i

Si trasladamos este reultado ala ecuacion (1.19), vemosquesi 0 < p < 1, entonces:

-1
F(p).F(1-p)=) %" d¢ = _T©
0 (1+1) senpn

Quedando demostrada asi la Formula del Complemento.

1.10 - Factorial de 0,5:
El teorema del complemento permite también verificar €l valor de la funcion T de 1/2. S

hacemos;
1
p py

podemos hacer:
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Por lo tanto,
r | —| = \/ T
- 2 J

resultado que coincide con el alcanzado en el apartado 1.3.

1.11 - Integralesde Wallis:

Se conoce como Integral de Wallis a cualquiera de las dos expresiones siguientes:

/2
[ senmtat = 1 B[i, m”] (1.20)
0 2 2 2

y también
/2

y I cos"tdt = L B[i m+1] (1.21)
0 2 2 2

cuyo valor final coincide en ambos casos. Esto no debe extrafiar dado que las &reas bagjo el senoy
el coseno, en e intervalo (0, n/2), soniguales.

Demostracion: Hemos visto (1.14) que:

/2
B(a,p) =2 I sen®tp . cos® o .do
0
S [lamamos
2 2
entonces.
20 -1=0
y 2B-1=m

Por lo que, reemplazando tenemos
/2

B [i, m+1] :ZI cos™ ¢ . do
2 2 0
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Si por € contrario, llamamos

o = m+1 B:_i
2 2
reemplazando como antes resulta:
/2
B [j;,rn+1]::2j sen™ ¢ . do
2 2 0

Con esto queda demostrada la validez de las expresiones (1.20) y (1.21).

A partir de este resultado y las relaciones que vinculan las funciones B y I, pueden demostrarse
las formulas que veremos ahora, que relacionan las integrales de Wallis con lafuncion T

Por (1.18), es

B(a,B) = I'(a).T(B)
F'(a+p)

Reemplazando a y B por los valores asignados més arriba, tenemos:

T N
S TR T

Larelacion
'(n+l)=n.T(n)

permite reemplazar el denominador de la tltima fraccion, asi:

Nr r[ m+1 ]
B [i’ m + 1] _ 2
2 2 m rm
2 2
Reemplazamos ahora en las ecuaciones (1.20) y (1.21) y obtenemos:
/2 \/_n T [ m+ l]
I sent dt = 2

° ")
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E, igualmente

/2 \/_TE F[m+1]
J cos" t dt = 2

BREES

1.12 - Férmula de Recurrencia para el calculo delasintegralesde Wallis.

Veremos a continuaciéon otra forma de expresar las integrales de Wallis, que conduce a una
interesante férmula de recurrenciapara el calculo de aquellas.

Empezaremos por analizar integrales del tipo

Isenmt.coé"t.dt

Usual mente, estas integrales se resuelven por el método de sustitucion. Ejemplo:
I sen’t.cos’t .dt = I sen’t.cos’t.cost.dt =
= sent.(1 - sen’t ).dsent = | u?.(1-u?).du=

3 5
:qudu-ju“du:u—-u—+C:L sen’t - Losent + C
3 5 3 5
Lo mismo:

| sn®t.dt =] sen®t.sent.dt = -] (1-cos’t).dcost =

-I(l-uz).du:—fdu+fu2du:-u+£+C:
3

Scost + L cost + C
3

Trataremos a continuacion de calcular laintegral de Wallis,

nl2

Isenmt.dt,
0

pero en este caso vamos a recurrir a procedimiento de integracién por partes en lugar del de
sustitucion:
nl2 nl2 nl2
I sen™t.dt = I sen™t.sent.dt = - f sen™ t . dcost
0 0 0
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Hagamos
u =sen™t du=(m-1).sen™t.cost.dt

y dv = dcost vV = cost

Entonces.
nl2 nl2 nl2
Jsenmt.dt:-senm'lt.cost +(m-1)fsen’“'2t.cosztdt
0 0 0

El primer sumando del segundo miembro en la igualdad anterior es igual a cero, por ser nulos €l
cosenoden / 2y el seno de cero. Por tanto:

nl2 nl2

[ sen™t.dt=(m-1)] sen™t.(1-se?t)dt =
0 0

nl2 nl2

= (m-1)] sen™t.dt - (m-1) ] sen™t dt
0 0

Si, parasimplificar la escritura, [lamamos |, alaintegral de Wallis de exponente m:
nl2

Im = j sen™t.dt
0

podemaos escribir la ecuacion anterior asi:
Im=(m-1) Ip2-(m-1) Iy
Im+ (M-1)Im = (M-1) Ine2
de donde, despejando |, se obtiene:
_ (m-1)
m

Si ahorallamamos
Im.2 = Ip
y procedemos acalcular 1, como antes, obtendremos el resultado siguiente, como es obvio:

Ip = M Ip.2
p
Al reemplazar aqui p por suvaor m- 2, hallamos:
Im-2 = M Im-4

m-2
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y reemplazando nuevamente este valor en la (1.22):
_ (m-1) (m-3)

=
m m- 2

I |m2

Reiterando este procedimiento, s m es un namero par, a ir restando de dos en dos, la dltima
integral de la serie serd |y, es decir:

nl/2 nl2
lo = | sel®t.dt = | dt = "
0 0 2

Y por lo tanto, |, estara dado por laigualdad:
_ (m-1) (m-3) T _ (m-1)! T
m — e T = .
m m- 2 2 m!! 2

Como m es par, podemos también expresar la ecuacién anterior asi:

Hagamos m = 2n, con n numero natural.
Ly = (2n-1)M oo
(2n) N 2
Por el contrario, s m es un nimero impar, la Ultimaintegral de la serie sera |4
nl2 nl2
I1=Isent.dt :—J dcost = -cos_™ + cosO = 1
0 0 2
y entonces,
_ (m-1) (m-3) _ (m-1)n
Im = e 1= 2
m m- 2 m!!

Como en este caso m es impar, podemos poner:

m=2n+1, con n nimero natural.
lg = (2n)(2n-2)(2n-4) = (2n) N
(2n+1)(2n-1)(2n-3) (2n+1)(2n-1)M
Otambién,ss m = 2n-1,
Loy = (2n-2)(2n-4)(2n-6) = (2n)n
(2n-1)(2n-3)(2n-5) 2n (2n-1) 1

Formulas que, como vemos, permiten calcular lasintegrales de Wallis en forma sencilla.
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1.13 - Férmula de Wallis. Expresion asintética del namero .

Recordemos que
nl2
w1 = | sen®™lt.dt
0
nl2
ln = | sen®t.dt
0
nl2
e lone1 = J sen®™ t . dt
0

En el primer cuadrante, es decir entre 0 y n/2, €l seno es positivo y menor o igual que 1, y ademas
n es también un nimero positivo; entonces, a mayor exponente, menor sera €l valor desen™ t. O
sea:

sen®™tt > sen®™t > sen™tt

Por lo que:
lons > lon > lopn

En este caso corresponde Unicamente € signo > , porque la desigualdad entre los respectivos
integrandos es valida para todo el intervalo entre 0 y ©/2, con la Unica excepcion de los dos
extremos del mismo.

Reemplazando las integrales por los respectivos valores determinados en el apartado anterior,
podemos escribir la desigualdad siguiente:

(2m)!'  _ (2n-1)N (2n) !l
(2n-1)!1 2n (2n)!! 2 (2n+1).(2n-1)1

A continuacion, multiplicaremos los tres miembros de esta desigualdad por ( 2 n)!! vy los
dividiremospor (2n-1) !

[(2n)!1]?2 LIS [(2n)!1]?2
[(2n-1)!11]%.2n 2 [(2n-1)!11]%.(2n+1)

Analizando esta desigualdad, se hace evidente, por aplicacion del Teorema del Vaor Medio, que
debe existir un nimero 6, siendo

0<06<l1

tal que:
[(2n)!11]?2 _om

[(2n-1)11]12%.(2n+6) 2

Por lo tanto,
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2 .[(2n)11]2
[(2n-1)11]12%.(2n+6)
Si multiplicamosy dividimos esta ecuacion por n, tendremos:
o= 2n.[(2n)11]? 1
[(2n-1)11]12%.(2n+0) n
Si ahoratomamos limites paran — o«
< = lim [(2n)!!]2. 2n 1
ns>w [(2n-1)11]1% (2n+0) n

y COMo

lim 2" -1

n—owo (2Nn+06)

simplificando llegamos a la siguiente férmula, debida a Wallis, que permite expresar el nimero nt
en forma asintética, es decir, como €l limite de unarazon:

x = lim [(2mt1]® 1 (1.23)
nsw [(2n-1)11]1% n

Latabla siguiente muestra el valor que dalaformula de Wallis para algunos valores de n:

Paran = 4 8 16 50 100
3,3437 3,2412 3,1911 3,1573 3,1495

1.14 - Férmula de Stirling:

La formula de Stirling permite calcular en forma aproximada el producto factorial de nimeros n
grandes, evitando la necesidad de efectuar 1os n productos que definen precisamente el factorial de
n.

Lamisma puede obtenerse por dos caminos diferentes: A partir de la expresion del factorial den, o
bien por medio de lasintegrales de Wallis. Veremos ambos procedimientos en forma sucesiva.

Para encarar la primera demostracion, partiremos de la relacion que liga €l factorial de un nimero
con lafuncion gamma

n =T (n+1),

asi como de la definicion de ésta Ultima:
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0

F(n+l)= ] t" et dt
0

Con un cambio adecuado de nombres podemos escribir
T(x+1)= | t* et d (1.24)
0

Introducimos esta modificacion al solo efecto de generalizar la definicion de I" mas alla del campo
de los nUmeros enteros. Por otra parte, si [lamamos:

t = e
entonces a =Int

xInt

y por tanto: t‘=e"=e
Reemplazando estaigualdad en la (1.24), obtendremos:

o0 o0 e}

F(X+l) — I exInt e—t dt = J e—t+x|nt dt = J e(-t/x+|nt)x dt
0 0 0

Hagamos ahora un nuevo cambio de variables:

o=y t = xu, y dt = xdu

X
Este cambio de variable no implica ninguna modificacién de los limites de integracion. En efecto,
s t =0, u=20
y s t = oo, u=o

Reemplazando |a nueva variable en la Gtima integral, y recurriendo a la férmula del logaritmo de
un producto, resulta:

o0 o0

F(X+l) = I e(-U+|nux)x xdu = J e(-u+|nu+|nx)x x du
0 0

Como por la definicién de logaritmo natural, sabemos que

eInx = x

Reemplazando nuevamente obtenemos:

o0 o0

F(x+1) = [ eCurimux yx gy = [ elushux yxeig,
0 0
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Como lavariable de integracion es "u" podemos colocar x*** fueradel signo deintegral:

0

[(x+1) = x**L [ gCurhux g, (1.25)
0

Para continuar, deberemos hacer €l andlisis que encararemos a continuacion. Llamemos:
-u+inu _
e = ¢ (u)

De estaigualdad podemos sacar |as siguientes conclusiones.

Si u =20, o(u) =0, pues Inu »> —w
ys u — oo,
[im ¢(u) =0
uU-— o
En efecto, como
eInu
¢(u) =
eu

para que se verifique e limite indicado bastara probar que u crece mas rgpidamente que In u. Para
ello, hallaremos €l limite del cociente entre ambas magnitudes, recurriendo alaregla de L"Hopital:

im 1Y —im L =
u— o u u—>oo U
También, s
u=1, Inu=20
_ 4-u _ 1
entonces o (u) =e = =
u=1 u=1 e

A continuacién veremos que éste es € valor maximo de ¢ ( u ). Efectivamente si derivamos
respecto de u e igualamos a cero obtenemos:

Ao —grueinu 4 yypu) = et i1+ L)
du du u

y de evtmu g4+ 1 y-p
u

resulta u=1
Conlo cudl,
¢méx(u) — e—l+|n1 — e—l

En resumen, la representacion de ¢ ( u ) es aproximadamente como la que muestra la figura
siguiente:
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JON

u=1

O seaque ¢ (U ) es menor que e * para todo u distinto de 1. Por lo tanto, si elevamos ¢ ( u)
a una potencia x, como en la ecuacion (1.25), dicha funcion tendera rapidamente a cero al crecer

el valor de x con lo cua queda justificada la representacion que atribuimosa ¢ (u)

A continuacion, desarrollemos In u en serie alrededor del punto u, = 1. Recordemos paraello la
formulade Taylor:

f(2) = f(z) + T2 (72 (z) (2274
|

1! 2!
Aplicadaa In u, como
f'(z)= £ =1 " (z) = - L =-1, etc.
u u?
el desarrollo ser& , ,
nu=In1+ (u-1) - =D 4 = 1D LR (129
2! 2

En estarelacion, R representa al resto de la serie.

Ahorasi, podemos volver alaecuacion (1.25):
o0

F(X+1) — XX+1 J e('U+|I’lU)X du
0

y lamodificaremos multiplicando y dividiendo €l integrando por e, como se ve a continuacion:

o0 e}

F(x+1) = Xx+1j [e(-u+lnu)e.e-1]xdu — oy XL X J. e(-u+leinu)x 4,
0 0

Reemplazando en estaigualdad In u por su valor segin (1.26), obtenemos.

o0

F(x+1) = 5 X+ e—xJ' e[-u+1+u-1-0,5(u-1)2+R]xdu
0
Simplificando, y llamando
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2
F(U) :e-0,5(u-1) xeRx
o0 e8]

2
resultard F(x+1) = x*gx] @ 05D xgRxgy _ w1 gx [ Fryy gy
0 0

Para seguir, dividiremos la Ultimaintegral en tres tramos, de laforma siguiente:

0 1- 1+£ ©
Jraydu=] Feuy du+f Fuydu+J Fu)y du=1, + L + 14
0 0 1-¢ 1+&
Calculemos ahora el valor de laprimeraintegral, |;:
1-¢
Il — I e—O,S(u—l)zx ] eRxdu
0
Llamemos:
2=1 (u-1)2x
2
Entonces u-1= \/ 2 1
X
du = 4 dr
X
Loslimites de laintegral se transforman asi:
Para u=0, t=- "\ X
2
y para: u=1-¢, t=-§7\/X%X
2
Reemplazamos en |, y obtenemos:
_&(X/z)l/z
_ 2 V2 J - 12 _RX
L= |2 e e " dr (26.27)
X —(x/2)"?
Probaremos que €l limite de laintegral
_&(X/Z)I/Z
-12 R x
e e "dr (26.28)

_(X/2)1/2
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es cero cuando x tiende a infinito. Para ello, observemos en primer lugar que como & esta
comprendido entre O y 1, debe ser, necesariamente:

|[El <1
Por o tanto, se debe cumplir la desigualdad siguiente:

\[ X > ¢ X
2 2

y por consiguiente
X <- ¢ X
2 2

También, s T = 0, entonces

e’ " =1

ys T— ®

entonces
. - 2 - - 2
lim e* = lim e!l"" =0
T—>—®© T —> ©

Representemos todas estas condiciones en e siguiente grafico, en el cual podemos ver que la
integral (1.21) estarepresentada por el arearayada, encerrada entre

Xy -gT\[ X
2 2

“Axi2 — g2

A medidaque x crece, el area mencionada se corre hacialaizquierda del dibujo, haciéndose por
lo tanto cada vez menor. De donde podemos sacar la conclusién siguiente:
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lim I, = lim . =0
T—>—®© X —

Pasemos a andlizar ahora lals.

0

2
I = J e 05(u-1)%x gRx g
1+§

Si hacemos el mismo reemplazo que antes, los limites de laintegral se transforman asi:

Para u— oo, es T—>

y para u=1+¢, es =+ &7/ X
2

Reemplazando en I;

o0

1/2
I = [i] f e " eRX dr

X £ (x/2)?

También esta integral es nula cuando x tiende a infinito, por simetria con la situacion anterior,
pues ambos limites tienden ainfinito. Resta finalmente analizar 1,:

148 & (x/2)*?
L = ] e 95D x gRxgy _ [i] o e " e dr
1-¢ X -& (x/2)Y?

Aqui, como
(u-1)°  (u-1*, (u-1)°

3! 4! 5!

es evidente que cuando u tiende a 1, R tiende a cero. Por lo tanto, podemos concluir,
formalmente, que

R =

2 1+& 2 £ (x/2)Y?
lim I, = [1] J e e du = [i] f e dr
U1 X 1-¢ X -& (x12)"

S x tiende ainfinito, resulta:
y + o
2 2
L, = [i] j e " dr
X — 0

Pero esta integral no es sino laintegral de Gauss, que segiin se vio en el apartado 1.3, esigual ala
raiz cuadrada de n. Entonces:

I = [i] T

X
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En resumen: 0 L
lim [(x+1) =x* e™ [i] Vi = x*e*V2nx

X—> oo X

Si X es un numero natural, n, esta ecuacion conduce a la llamada Férmula de Sirling, que permite
hacer en forma directa, como hemos dicho, el cllculo aproximado del producto factoria de
numeros grandes:

r(n+1l) > n"e™ \/ZTcn

1.15- Determinacion delaformulade Stirling a partir delaférmula asintética de Wallis:

Como hemos dicho mas arriba, es posible deducir la formula de Stirling a partir de la de Wallis
(1.23). Comenzaremos por hallar laraiz cuadrada en ambos miembros de la misma:

Vr = lim (zm)tt 1 (1.29)
now (2n-1)11 n

Si recordamos que
(2n)! =(2n)!1 . (2n-2)1,
despgjando obtenemos.

(2n-1)n = (2n)!
(2n)n

También hemos visto que:
(2n)!t = 2" . n!
y por lo tanto, reemplazando en la (1.29), hallamos sucesivamente:

Vr = lim  L(2mn1® 2% (n!)?
nowo (2n)!.Vn  nowo (2n)!.Vn

Finalmente, si multiplicamos ambos miembros por V2,

Vaim = lim 27.(n)?N2 (1.30)
nso (2n)! .+n

Paral el amente, consideraremos la funcion:

X

f(x)=_& - X! (1.31)

x* x
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Si hacemos en ella
X =2n

obtenemos |o siguiente:

f(x) = e¥. x! _ e™.(2n)!

x* Vx (2n)™ v2n

Si tomamos limites para x tendiendo ainfinito, n también tiende ainfinito, y por lo tanto podemos
escribir:

X 2n
im & X! i, _&~-(2n)! (1.32)
X —> ® x* \/X n— o (2n)2” \/2n

Vamos arecurrir ahora al arbitrio de cambiar el nombre de la variable n por x. Formalmente, nada
nos impide hacerlo, siempre que tengamos bien en claro que tal modificacion solo es védlida en e
limite.

En efecto, es obvio que:
2X 2n
lim e” .(2x)! — lim e’ .(2n)!

") DA (1.33)
xso (2x)% V2x nso (2n)*2n

Y entonces, como los segundos miembros de (1.32) y (1.33) son iguales, por caracter transitivo
podemos escribir:

X

lim e’ . x!  _ im e® . (2x)!

x> XX VX xso  (2x)%V2x

A partir de este razonamiento, podemos concluir asimismo gue:

X

e” . x!
x* Vx
lim =1
X —> o0 e . (2x)!
(2x)ZN2x

A continuacién multiplicaremos ambos miembros por f ( x ), tal como fue definidaen la ( 1.31):

)= =X

x X\ x

Con esto, obtendremos:
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e . x! )2
x* Vx| e*. x!
Xxoo e (2x)! X xX A x

(2x) % N2x

Ahora efectuaremos el cociente de fracciones que aparece en el primer miembro de la (1.34), y a
continuacién simplificamos:

e (x1)2 (2x)* V2x (x1)22% 2

lim = lim - (1.35)
xoo  XZ.x .e® . (2x)! x>o  (2x)1V X
Reemplazando en la (1.34), hallamos:
2 52X | X
im (xDF2% N2 et xt (1.36)
x> (2x)1V x xoo  X*A X

Al llegar aqui, podemos observar que e primer miembro de la (1.36) es idéntico, salvo por €
nombre de lavariable, a dltimo de la (1.30):

27 = lim 27’2
nsw (2n)! .Vn

Esto nos permite escribir:

- 2x 2 9
V2w = fim 22.0x)%V2 gy e xt
x>0 (2x)! .Vx x> XX X
Delaiguadad:
X PR
im &X' _ g

X —> XX \/X_

despejando €l factorial de X, se deduce que:

lim x! = lim x* J2nx e

X —> 0 X —> 0

-X

Finalmente, si X es un nimero entero, a que llamaremos como es usual, n, NoSs reencontramos con
laformula de Stirling: Para n suficientemente grande es

n! = n" V2zn e"
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1.16: Funcionesfactoriales de niumer os complejos:

Para finalizar el estudio de las funciones factoriales, trataremos en este Ultimo apartado aguellas
CUyO argumento es un numero complejo.

En primer lugar, analizaremos la funcién I de un nimero complejo. Seaz = x + iy. En tal caso:

o0

o0
r(z)zf 2 lgtdt = | V-t et gy
0 0

Recordemos la formula de |a potencia de exponente complejo de un nimero a:
ay — ey .Ina
Si aplicamos estaformula a integrando de la ecuacion que representala funcion I, y hacemos:

a=t y Y =1y,
tendremos: _ _ '
tx+|y—1 e—t — tx_l.tlye_t — tx—llely.lnt e—t

y desarrollando la exponecial de exponente compleo en una suma de coseno y seno:

tx+iy-l -t — tx-l

€ e '[cos(y.Int) +i.sen(y.Int)]

Nos encontramos aqui frente a unaintegral impropia de tercera clase, pues por un lado €l intervalo
de integracion es infinito, y por €l otro también los limites de ambas partes, rea e imaginaria, del
integrando, son indefinidos, por ser infinito el médulo del logaritmo de t, tanto para t — 0 como
para t —« . Recordemos que €l limite de las funciones seno y coseno es oscilante entre 0y 1
cuando el argumento tiende ainfinito.

Por € contrario, es siempre posible definir funciones factoriales de un nimero complegjo, de
acuerdo con la definicion que dimos para las mismas en el parégrafo 1.6.
Ejempl os de funciones factoriales de nimeros complgjos.

En general, no hay dificultad para imaginar y calcular funciones factoriales que involucran
numeros complejos. Veamos algunos g emplos:

Ejemplo 1:
Sealafuncién:

2i(1+2i).(2+2i).(3+2i).(4+2i) =[n+2i]1
Trataremos de calcular esta funcion:

2i(1+2i)= - 4+2i
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(-4 +2i).(2+2i) = -8-4+i(-8+4)=-12 - 4i
(-12 -4i).(3+2i) = -36 +8 + i (-24-12) = -28 - 36i
(-28-36i).(4+2i) = -112 +72 + i (-56-144) = - 40 - 200

Es decir que la funcion factorial dada existe, y es posible por tanto calcular su valor, como hemos
visto.

Ejemplo 2:
Sea lafuncion factorial
[x]e = [8+2i],,
Setratade hallar el valor de m paraque €l Ultimo término sea un nimero real.
Empezaremos por recordar la definicién de funcién factorial:
Se define como funcion factorial de x, de grado my diferenciak a producto:
X.(x-k).(x-2k).(x-3k) ... (x-m+k)
En nuestro gjemplo, los val ores respectivos son:
X = 8+2i
k = 1+i
Por lo tanto, la funcion puede representarse por medio del producto:
[8+2i],,, = (8+2i).(7+i).6
De acuerdo con este resultado, es
X-m+k=6
Y por tanto, despejando
m=x+k-6=8+2i+1+i-6=9+3 -6=23+ 3i
Que es €l resultado buscado.

1.17 - Algunas cuestiones relacionadas con e Producto de los términos de una sucesion
numerica.

Varias de las funciones que hemos tratado en el presente Capitulo pertenecen a diferentes variantes
de una misma categoria:




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior 1.46
Primera Parte - Integrales Eulerianas.

o Producto de todos |os términos de una sucesion numérica,
o Producto de todos |os términos de una sucesion numérica truncada, o

o Producto de determinados términos o secuencias de términos de una sucesién numeérica.
Por lo tanto, tales funciones estédn genéricamente definidas por la formula siguiente, también
conocida como Productoria, por su semejanza formal con una sumatoria:

N

f(n)y =11 a =au.-awi- a2 ... .8 8- a
n=mM

En esta formula, a puede ser un nimero cualquiera, en el mas amplio sentido del término, n es un
nUmero entero, que sigue una cierta secuencia, y por su parte, M y N pueden tomar cualquier valor
entero, positivo o negativo, pero aceptaremos que siempre

M <N

Nos interesan en particular los productos de términos de sucesiones numeéricas que detallaremos a
continuacion:

o Primercaso: S a =ny M = 1, estamos en presencia del factoria ordinario del
numero N. Este es el caso mas sencillo:

&.&.&B....H.... . an=1.2.3...n... N =N!
o Eegundo caso: S a, = kn, lafuncion corresponde a factorial de orden k del nUmero
Ejemplos:
k=2
N.(N=-2).(N-=4).(N=6).....4.2 =Nl
k=3
N.(N=3).(N=6).(N=9).....6.3 =Nl

Como hemos visto oportunamente, en este caso puede ser necesario efectuar consideraciones
adicionales para que €l producto quede perfectamente definido.

Ejemplos:

711 =7.5.3.1

Pero

811 =8.6.4.2
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También:

16! =16.13.10.7.4.1
Pero

51 =15.12.9.6.3
0

1411 =14 .11.8.5.2

Los gjemplos muestran que puede ser necesario definir el valor de M, individualmente, para cada
situacion particular.

o Tercer caso: Lafuncion Gamma, I' ( o ): Al estudiar esta funcion hemos visto que la
misma puede ser formulada como un producto de funciones numeéricas, o verdaderos
nameros. o, a-1, a-2, a-3, . . ., I' (a-k), tales que los argumentos de dos sucesivas
cualesguieradifieren siempre en la unidad.

Tuvimos también oportunidad de ver que, cuando oo €s un nimero entero positivo, n, existe una
relacion directa entre la funcion Gammay € factorial ordinario de n:

'(n+l) =n!

Pero por otro lado sabemos también que la funcion T trasciende ampliamente de los limites de los
nimeros naturales. En efecto, es posible conocer la funcion (Su valor numérico), para
practicamente cualquier nUmero real o, CoOn unas pocas excepciones, como son los numeros
enteros negativosy € cero
En todos los demas casos, se verifica que la funcién es igual a producto de una sucesion de
nUmeros:

Natl)=al'(a)=a(a-1)T(a-1)=a(a-1)(a-2) ... T (a-k)

El valor de la funcion puede ser conocido para cualquier valor de a, siempre que se conozca al
menos uno de los términos de la sucesion, por gemplo, T' (o - k ). Este conocimiento implica que
en general podemos, a partir de él, determinar el valor de cualquier término, anterior o posterior a
I' (o - k). En este Capitulo hemos visto en detalle varias aplicaciones y propiedades de la funcion
I'(a).

a Por fin, tenemos las funciones factoriales
[X] 0 = x.(x-k).(x-2k).(x-3k) ... (x-m+k)

gue admiten una gran variedad de formas, seguin los valores que asignemos a X, my k, o también,
en ciertos casos en que la definicion de estos tres parametros resulta ambigua, en funcion del
ultimo nuimero que atribuimos ala sucesion.

Para terminar con este vistazo sobre |os productos de |os términos de una sucesion, veremos algun
ejemplo que podria ser considerado como una verdadera paradoja matematica.
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En efecto, en € apartado 1.6 demostramos que

B

2
Por otra parte, si hacemos
a= "
2
como
Na+l)=a!

reemplazando el valor de o, debera ser:
[1] | =T [_n + 1]
2 2
De donde surgiria que:
n!l
r‘[_n + 1] = T
2 22

Trtaremos de verificar s esta ecuacion es verdadera. Probaremos inicialmente con n entero, par.
Por g emplo, n = 8. Entonces:

[EJ! =r(5)=41=24

2

Por su parte,
8!l _ 8.6.4.2 - o4
2* 16

Comprobamos que, paran par, laigualdad es valida. Veamos qué ocurre Si n es un nimero entero
impar. Por gemplo, n=7.

En tal caso
[l] | =T (45) = 35.25.15.0,5.T (05) =

35.25.15.05. \/n_: 11,632

Por su parte

T8 7.5.3.1 _ g0

235 11,3137
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La contradiccion se debe a que estamos suponiendo que existe €l factorial ordinario de un nimero
fraccionario, en este caso, 3,5, cuando en realidad tratandose de nimeros no enteros, solo tiene
sentido pensar en lafuncion gamma, o en determinadas funciones factoriales.

1.18 - Problemas.

1.18.1 - Calcular lafunciéon I delos nimeros 0,5 a5, incrementando cada vez el anterior en 0,5.

Solucion: L
r(05) =\ n =1,7724 r(1) =1 r(15) =05.7(05) = 0,8862;
r¢2)y=1.1(1) =1 r(25)=15.I(1,5) = 1,3293; etc.

1.18.2 - Calcular lafuncion T' de los nUmeros siguientes:

8 T (-05) = -35449 r(-15) = 2,3633

b) I'(-25) r'(-35) r(-45)

1.18.3 - Calcular las funciones factoriales siguientes:

3 [10]® = 10.8.6.4 = 1920

b) [11]4 = 99 [15]2 =1620  [15]% = 360.360

c) [16]% [20]3 [71] [6]3

1.18.4 - Enlastablas de funciones I encontramos |os siguientes valores:

T [r(12)]r(13)[r(14)[r(15)[r(1e)[r(1,7)[r(18)[r(19)] r(2)

0,9514 | 0,9182 | 0,8975 | 0,8873 | 0,8862 | 0,8935 | 0,9086 | 0,9314 | 0,9618 1

Se pide calcular, utilizando la Férmula de los Complementos, |as funciones factoriales siguientes:

8 r(09)

Solucion: Por laformulade los complementoses: T'(x).T'(1-x) = T

Sen X

Por otraparte, T'(0,1) = [(11) - 09514 _ 9,514
0,1 0,1
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Combinando ambas férmulas, podemos hacer

r(09) = m = m = 1,0686
r(01).sen09n  9,514.0,309

b) T (01) I (04) r(05) r(08)

1.18.5 - Calcular €l valor de las funciones Beta siguientes:

r(8) 7! 5040

b) B(1, 2) B (5, 05) B (4, 3) B(14, 05)

1.18.6 - Cacular, aplicando laformula de laIntegral de Wallis,

/2

J cos"‘tdt:iB[i, m+1}
0 2

2 2
las integral es siguientes:

a) /2
| cos®tat=_"1 B[i,gj -1 I'(05).T(3)
0 2 2 2 T(35)
_ L7724.2 _ (oanns
2.3,3233

b) Verificar € resultado anterior através de la Formula de Recurrencia
/2

[ cos®tdt = -2 = 05333

0 5. 311

C) /2
[ cos?tdt =1 B[i,i]:i I'(05).T(15)
0 2 2 2 2 r(2)

_ 1774508862 _ (g

1 .1
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d) Verificar e resultado anterior, calculando laintegral en forma directa:
/2 /2

f costdt = 1 t+ L sn2t| = " =0785
0 2 4 0 4

e) Calcular lasintegrales
/2 /2

I7:j sen’ t dt |3:j cos® t dt
0 0
R: 1 = 0,4571 lg = 0,4295

1.18.7 - Calcular los factoriales siguientes:

a 10!
Solucion: Pararesolver estey los problemas siguientes resulta practico recurrir alas formulas:
(2n)!t = 2" n! o bien (2n)! = (2n)I1 . (2n-1)!

101! = 2°.5! = 32.120 = 3840

b) 16! = 16!!.15!! = 10.321.920 x 2.027.025 = 20.922.789.888.000

c) 7 a8l 121 15!

1.18.8 - Hallar el valor de m para que el ultimo factor de las funciones siguientes seareal:
a) [15+3i]3,; = (15+3i).(12+2i).(9+i).6
X-m+k =16

Como:
X = 15+ 3i y k=3+I,

m=x+k-6=15+3i + 3+i-6 = 12+/4i

b) [17-4i]5;
R: m=10-5i

Q) [-20+5i] 5+
R: m=-30+6i
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1.18.9 - Calcular &l ultimo término de las funciones factoriales:

i1 8-4i
) [17-4i]184

Solucién:
X-m+k=17-4i-8+4i+2-i = 11-i

b) [15-6i]% %

Solucioén:
X-m+k=15-6i-2+4i+1-2i = 14-4i

Esta productoria se reduce a solamente dos factores. En efecto:

[15-6i]125 = (15-6i).(14-4i)

c) Expresar la ecuacién anterior como una productoria (Serie de factores):

Solucion:
1+mk
[x] rk" =II x-nk = (x).(x-k).(x-2k) ... [x-(1+m/k)k]
n=0

¢Qué ocurrirasi cambiamos el signo de m? Veamos.

[15-6i];%5"

1-2i
En este caso, aplicando laférmula correspondiente, el Ultimo término es:
X-m+k=15-6i+2-4i+1-2i = 18- 12i

Y laproductoria:

n=1-m/k
[15-6i],2:% = (15-6i).(16-8i).(17-10i).(18-12i) = IT x+nk
n=0

Esta situacion se produce cuando el signo de m es opuesto a dek.

1.18.9 - Calcular las diferencias siguientes:
a A[4]> = [5]7 -[4]: =5.4-4.3=38
O también:

A[4]2 =2.[4]' =8
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b) A[9]° = 6.[9]; = 90.720
O bién:
[10]% - [9]% = 151.200-60.480 = 90.720

o) A[12];

Aplicaciones Matlab:

o Calculo defactoriales.

» % Célculo de factoriales:

»

» fact 4 = prod (1 : 4)

fact4= 24

»

» % La funcion "gamma (n + 1)", con n entero, es igual al factorial de n:
»

» gamma (5)

ans= 24

»

» factl0 = prod (1: 1: 10)
factl0 = 3628800

»

» gamma (11)

ans = 3628800

o Formulade Sirling: Factorial de grandes nUmeros. Error relativo al emplear la formula.

» Calculo del factorial de 100 utilizando la formula de Stirling:
»

» fact100 = (100"100*exp(-100)*(2*pi*100)"0.5)

factl00 = 9.3248e+157

» Stirling100 = fact100

Stirling100 = 9.3248e+157

»

» gamma (101)

ans = 9.3326e+157

»
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154

» error = gamma (101) - Stirling100
error = 7.7739e+154

»

» % Error relativo:

» Erelat = error/gamma(101)

Erelat = 8.3298e - 004

»

» % El error relativo es inferior a 10°(-3)

o Funcién gamma de nameros fraccionarios y de nimeros enter os negativos. Ejemplos:

» gamma (0.1)
ans= 9.5135

»

» gamma (0.4)
ans = 2.2182

»

» gamma (0.5)
ans= 1.7725

»

» gamma (0.9)
ans= 1.0686

»

» gamma (1.235)
ans = 0.9096

»

» gamma (5.3)
ans = 38.0780
»

» gamma (2°0.5)
ans = 0.8866

»

» gamma (-2"0.5)
ans = 2.5995

»

» gamma (-1/7)
ans = -7.7404

»

» gamma (-3)
Warning: Divide by zero.
ans = Inf
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o Funcion GAMMALN: Calcula el logaritmo natural de la funcion Gamma. Ejemplos:

» clear all

» gammalin (2)
ans= 0

» gammalin(3)
ans = 0.6931
» gammalin(4)
ans = 1.7918
» gammalin(0.5)
ans= 0.5724

o Construccion de tablas de la funcion Gamma.

» clear all
»n=[01:.1:1;11:.1:2;21:.1:3]
n=
Columns 1 through 7
0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000
1.1000 1.2000 1.3000 1.4000 1.5000 1.6000 1.7000
2.1000 2.2000 2.3000 2.4000 2.5000 2.6000 2.7000
Columns 8 through 10
0.8000 0.9000 1.0000
1.8000 1.9000 2.0000
2.8000 2.9000 3.0000
»
»
» gamma (n)
ans =
Columns 1 through 7
9.5135 4.5908 2.9916 2.2182 1.7725 1.4892 1.2981
0.9514 0.9182 0.8975 0.8873 0.8862 0.8935 0.9086
1.0465 1.1018 1.1667 1.2422 1.3293 1.4296 1.5447
Columns 8 through 10
1.1642 1.0686 1.0000
0.9314 0.9618 1.0000
1.6765 1.8274 2.0000

o Gréfica dela funcién Gamma:

»n=[0.2:.2: 3]
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n=

Columns 1 through 7
0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000 1.2000 1.4000
Columns 8 through 14
1.6000 1.8000 2.0000 2.2000 2.4000 2.6000 2.8000
Column 15
3.0000

»

» plot (gamma (n))

5

4.5

0.5 1 15 2 25 3

o Integral de Gauss:

» % Calculo de la Integral de Gauss:
»syms f u

» f = int (exp(-u"2), u, 0, inf)

f = 1/2*pi™(1/2)

o Calculo defactoriales dobles:

» % Calcular el factorial f = 9!
» Syms n

»n=[9:-2:1]

n=9 7 5 3 1

» f = prod (n)

f= 945

o Célculo delafuncién BETA. Ejemplos:

» f = beta (3,5)
f= 0.0095

»

» g = beta (1,2)
g= 0.5000

»

» h = beta (5,0.5)
h= 0.8127

»
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» k = beta (1.4, 0.5)
k= 1.6352

o Integral de Wallis (Integral de cos™m (t), entre Oy pi/2:

»symst f
» % Calcular la integral de cos”5 (t) entre 0 y pi/2:
» f = int (((cos(t))"5),t,0,pi/2)

f=8/15

» f=8/15

f= 0.5333

»

» %Verificaremos el resultado por medio de la funcién beta:
» clear f

» f = 5*beta (.5, 3)

f= 0.5333

o Funcionesfactoriales:

» % Resolver el ejemplo | del punto 1.16: Funcién factorial de nUmeros complejos.
»
»x=[01 2 3 4]
» Y = X+2%
y =
Columns 1 through 4
0 + 2.0000i 1.0000 + 2.0000i 2.0000 + 2.0000i 3.0000 + 2.0000i
Column 5
4.0000 + 2.0000i
» funfac = y(1,1)*y(1,2)*y(1,3)*y(1,4)*y(1,5)
funfac = - 4.0000e+001 - 2.0000e+002i
» % funfac =- 40 - 200 i
»
» % Segunda forma:
» clear funfac
» funfac = prod (y)
funfac = - 4.0000e+001 - 2.0000e+002i

» % Calcular las funciones factoriales siguientes:
»X=10;m=8;k=2;

»a=[x:-k:x-m+k];

» A = prod(a)

A= 1920
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1.58

»

» clear all
»Xx=11;m=4; k=2,
»b=[x:-k:x-m+k];
» B = prod (b)

B= 99

»

» clear all
»Xx=15m=9; k=3;
»C=[x:-K:x-m+K];
» C = prod (c)

C= 1620

»

» clear all
»x=15m=5; k=1,
»d=[x:-k:x-m+k];
» D = prod (d)

D= 360360

» clear all
»x=17,m=7;k=1,
»e=[x:-k:x-m+k];
» E = prod (e)

E= 98017920

o Verificar laigualdad: 16! = 15!! . 16!!:

» factlé = gamma (17)
factl6 = 2.0923e+013

»

» factdoblel5 =[15: -2 : 1];
» X = prod (factdoble15)
x= 2027025

»

» factdoblel6 =[16 : -2 : 1];
» y = prod (factdoble16)

y = 10321920

»

» X*y

ans = 2.0923e+013
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o Verificar los problemas del punto 1.18.8: Hallar m para que el dltimo término sea real:

» X = 15+3i; m = 12+4i; k = 3+i;

» X-K

ans = 12.0000 + 2.0000i
» X-2*K

ans = 9.0000 + 1.0000i
» X-3*k

ans= 6

»

»

»

» % Problema b:

» X = 17-4i; m = 10-5i; k = 2-i;
» X-k

ans = 15.0000 - 3.0000i
» X-2*k

ans = 13.0000 - 2.0000i
» X-3*k

ans = 11.0000 - 1.0000i
» X-4*K

ans = 9
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